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MONITUM BIBLIOFOLM. 


N^unc denuo prodit in lucem eximium 
opus quod ad enucleandum summi New- 
toni tractatum de enumeratione linearum 
tertii ordinis composuit Jacobus Stirling : 
cujus rarissimi libri alteram editionem jam 
dudum Geometrae desiderabant. Eorum 
votis ut satisfacerem, usus consilio viri in re 
mathematica praestantis , ad id praesertim 
incubui ut nova haec satis eleganter et 
quam emendatissime perficeretur , sublatis 
erroribus Typographicis qui in editionem 
Oxoniensem anni 1717 frequentes irrepse- 
rant. Figurae tabulis aeneis ad venustatem 
incisae, calculus per symbola ab integro 
ad examen est revocatus. Opportunum 
praeterea duxi commentario promittere 
ipsam Newtoni enumerationem , ut teneant 
sublimioris Geometriae studiosi , in uno 
codemque volumine collectam et integram 


vj Monitum BibliopoLx. 

totius argumenti delineationem. Manca 
enim est ex hoc etiam capite et incotn- 
moda prima editio quse lectores remittit 
ad Newtoni tractatum inter reliqua ejus 
opera excusum , ut hinc necesse habeant 
duos eodem tempore libros in manibus 
versare. 

Meum non est de Newtoni et Stirlingii 
meritis dicere : id unum rogo ut Geo- 
metrae curam hanc meam a^qui bonique 
accipiant. Eos enim si primis hisce cona- 
tibus favere videro, alacri animo aggre- 
diar celebriorum qu£B in Mathematicis 
maxime rara sunt monumentorum edi- 
tionem , daturus fortass^ veteris Graeci 
Geometrx’ opus ineditum, et hactenus 
frustra desideratum. 
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ISAACI NEWTONI 

ENUMERATIO LINEARUM 

TERTII ORDINIS. 

I. 

Linearum ordines, 

Line^ GeometricjE secundum 
dimensionum aequationis , qua relatio inter 
ordinatas et abscissas definitur, vel (quod pe- 
rinde est ) secundum numerum punctorum , 
in quibus 'a linea recta secari possunt, optime 
distinguuntur in ordines. Qua ratione Linea 
primi ordinis erit Recta sola j eae secundi sive 
quadratici ordinis erunt Sectiones conicae et 
Circulus ; et eae tertii sive cubici ordinis Para- 
bola cubica , Parabola Neiliana , Cissois vete- 
rum, ct reliquae, quas hic enumerare susce- 
pimus. Curva autem primi generis , ( si quidem 
recta inter Curvas non est numeranda) eadem 
est cum Linea secundi ordinis ; ct curva se- 
cundi generis eadem cum Linea ordinis tertii. 
Et Linea ordinis infinitesimi ea est, quam recta 
in punctis infinitis secare potest , qualis est 
Spiralis , Cyclois , Quadratrix , ct Linea omnis , 
quae per radii vel rotae revolutiones infinitas 
generatur. ^ i 
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z < 1 Enumeratio linearum 

• II. 

Proprietates Sectionum conicarum 

competunt Curvis superiorum generum '. 

Sectionum conicarum proprietates pra:cipuaj 
a Geometris passim traduntur. Et consimiles 
sunt proprietates Curvarum secundi generis , 
ct reliquarum , ut ex sequenti proprietatum 
prxeipuarum enumeratione constabit. 

I. De Curvarum secundi generis Ordinalis , 
Diametris , V trticibus , Centris , Axibus. 

Si rcctx plures parallelx , et ad conicam 
sectionem utrinque terminatx ducantur , recta 
duas carum bisecans bisccabit alias omnes, ideo- 
que dicitur Diameter figurx ; ct rcctx bisectae 
dicuntur Ordinatim applicatee ad Diametrum > 
ct concursus omnium Diametrorum est Ce/z- 
/rzz/Tz figurx i et intersectio Cutvx ct Diametri 
zrtex nominatur j et Diameter illa Axis est, 
cui ordinatim applicatx insistunt ad angulos 
rectos. Et ad eundem modum in Curvis se- 
cundi generis , si rcctx dux quxvis parallclx 
ducantur occurrentes Curvx in- tribus punctis : 
Recta, qux ita secat has parallelas, ut summa 
duarum partium ex uno secantis latere ad 
Curvam terminatarum xquetur parti tertix ex 
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aircro latere ad curvam terminatae , eodem 
modo secabit omnes alias his parallelas , curvae- 
que in tribus punctis occurrentes rectas , hoc 
est , ita ut summa partium duarum ex uno 
ipsius latere semper ccquctur parti tertix ex 
altero latere. Has itaque tres partes, qux hinc 
inde aequantur, Ordinatim applicatas ; et rec- 
tam secantem , cui ordinatim applicantur , 
Diametrum; et intersectionem Diametri et 
curvae , K zrticem ; et concursum duarum 
Diametrorum Centrum nominare licet. Dia- 
meter autem ad ordinatas rcctangula , si mod6 
aliqua sit , etiam Axis dici potest j et ubi 
omnes Diametri in eodem puncto concurrunt 
istud erit Centrum generale. 

X. De Asymptotis j et earum proprietatibus. 

Hyperbola primi generis duas Asymptotos , 
ea secundi tres , ea tertii quatuor , et non 
plures habere potest , et sic in reliquis. Et 
quemadmodum partes Lineae cujusvis rectae 
inter Hyperbolam conicam et duas ejus Asymp- 
totos sunt hinc inde aequales : sic , in Hyper- 
bolis secundi generis , si ducatur recta quaevis 
secans tam Curvam, quam tres ejus Asymptotos 
in tribus punctis, summa duarum partium 
istius rectae , quae a duobus quibusvis Asymp- 
totis in eandem plagam ad duo puncta 

A X 


Digitized by Google 


4 


Enumeratio Linearum . 


curvx cxrenduntur , aequalis erit parti tertiae , 
quae a tertia Asymptoto in plagam contra- 
riam ad tertium Curvae punctum extenditur. 

3 . De Lateribus rectis et transversis. 

Et, quemadmodum in conicis sectionibus 
non Parabolicis , Quadratum ordinatim appli- 
catae, hoc est Rcctangulum ordinatarum, quae 
ad contrarias partes diametri ducuntur, est 
ad Rectangulum partium Diametri , quae ad 
vertices ELlipseos , vel Hyperbolae terminantur. 
Ut data quaedam Linea , quae dicitur Latus 
rectum , ad partem Diametri , quae inter ver- 
tices jacet et dicitur Latus transversum : sic 
in curvis non Parabolicis secundi generis Pa- 
rallelepipedum sub tribus ordinatim applicatis 
est ad Parallelepipedum sub partibus Diametri 
ad ordinatas ^ct tres vertices figur® abscissis, 
in ratione quadam data : in qua ratione si 
sumantur tres rect® ad tres partes Diametri 
inter vertices figur® sitas, singul® ad singulas, 
tunc'ill® tres rect® dici possunt Latera recta 
Egur® ; et ili® partes Diametri inter vertices 
Latera transversa. Et, sicut in Parabola conica, 
qu® ad unam et eandem Diametrum unicum 
tantum habet verticem , Rectangulum sub 
ordinatis ®quatur Rectangulo sub parte Dia- 
metri, qu® ad ordinatas, ct verticem abscin- 


V 


Digitized by Gocgl^^' 


tertii ordinis. 


5 

ditur ct recta quadam data, qux Latus rectum 
dicitur : sic in Curvis secundi generis , quae 
non ,nisi duos habent vertices ad eandem 
Diametrum , Parallclepipedum sub ordinatis 
tribus aequatur Parallelepipedo sub duabus par- 
tibus Diametri ad ordinatas et vertices illos 
duos abscissis, ct recta quadam data, quaei 
proinde Latus rectum dici potest. 

4 . De Ratione contentorum sub ParalleUrunt ' 
segmentis. 

Denique , sicut in conicis sectionibus , ubi 
duae parallclx , ad curvam utrinque terminatx 
secantur k duabus parallelis ad Curvam utrin- 
que terminatis , prima k tertia , ct secunda k 
quarta , Rcctangulum partium primx est ad 
Rcctangulum partium tertix , ut Rcctangulum 
partium sccundx ad Rcctangulum partium 
quartx ; sic , ubi quatuor tales rectx occurrunt 
Curvx secundi generis, singulx in tribus punc- 
tis , Parallclepipedum partium primx rectx 
erit ad Parallclepipedum partium tertix, ut 
Parallclepipedum partium secundx ad Paral- 
klcpi^dum partium quartx. 
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Enumeratio Linearum 


5 . I)e Cruribus Hyperbolicis it ParaboLicis , 

' ‘ et eorum plagis. 

Curvarum sc;cundi,et superiorum generum, 
jcque atque primi, crura omnia in infinitum 
progredientia , yel Hyperbolici sunt generis, 
vel Parabolici. Crus Hyperbolicum voco , quod 
ad Asymptoton aliquam in infinitum appro- 
pinquat; Parabolicum quod Asymptoto des- 
tituitur. Htcc crura ex Tangentibus optime 
dignoscuntur. Nam, si Punctum contactus 
ia: infinitum abeat. Tangens cruris Hyper- 
boUci cum Asymptoto coincidet,et Tangens 
cruris Parabolici in infinitum recedet , evanescet 
ct nullibi reperietur. Invenitur igitur Asym- 
ptotos cruris cujusvis quaerendo Tangentem 
cruris illius ad Punctum infinite distans. Plaga 
autem cruris infiniti invenitur quaerendo po^ 
sitionem Rectae ‘cujusvis , qutc tangenti paral- 
lela est ubi punctum contactus in infinitum 
abit. Nam hxc recta in eandem plagam cum 
crure infinito dirigitur. 
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Reductio Curvarum omnium generis 

secundi ad aquationum casus quatuor, 

\ » 

. Lincx omnes ordinis primi, tertii, quinti, 
septimi , et imparis cujusque , duo habent , 
ad minimum , crura in infinitum versus plagas 
oppositas progredientia. Et Liiicse omnes tertii 
ordinis duo habent ejusmodi crura in plagas 
oppositas progredientia , in quas nulla alia 
earum crura infinita (praeterquam in Parabola 
Cartesiand') tendunt, , , 

C A S. /. 

Si crura illa sint Hyperboliei generis , sit 
(fig. I.) GAS eorum Asymptbtos, ct huic 
parallela agatur Recta quaevis C Bcad curvam 
utrinque,(si fieri potest,) terminata, cadem- 
que bisecetur in puncto X , ct locus puncti 
illius X erit Hypcrbola conica , ( puta X * , ) 
cujus una Asymptotos est A G. Sit.cjus alte- 
ra Asymptotos A B , et aequatio , qua relatio 
inter ordinaram BC, et abscissam AB defi- 
nitur , si A B dicatur jc ct B C j' , sempet 
induet hanc formam 

xyy-{~ey=iax^-:hi>jcx-^c x-\-d, 

A 4 
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T AB. I. ubi termini , r , a , ^ , c, c/, designant quantitates 
datas signis suis -h et — affectas , quarum quae- 
libet deesse possunt , modo ex carum defectu 
figura in sectionem conicam non vertatur. 
Potest autem Hyperbola illa conica cum Asym- 
ptotis suis coincidere , id est punctum X in 
recta A B locari : et tunc terminus e y dec«f. 

C A S. I L 

At si (fig. 1 . ) Recta illa C B c non potest 
utrinque ad Curvam terminari , sed Curvx in 
unico tantum puncto occurrit : age quamvis 
positione datam Rectam AB AsymptotoAS 
occurrentem in A , ut et aliam quamvis B C 
Asymptoto illi parallelam , Curvxquc occur- 
rentem in puncto C, et aequatio, qua relatio 
inter ordinatam B C et abscissam A B defini- 
tur, semper induet hanc formam, 

* 'X y= a x' c x~h d. 

C A S. 1 1 L 

Quod si crura illa opposita Parabolici sint 
generis. Recta {fig. 3.) CBc ad Curvam 
utrinque , si fieri potest , terminata in plagam 
crurum ducatur, et bisecetur in B, et locus 
puncti B erit Linea recta. Sit ista AB, ter- ' 
minata ad datum quodvis punctum A , ct 
xquatio , qua relatio inter ordinatam B C ct 
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abscissam A B definitur , semper induet hanc tab. i. 
formam , 

, y* — a b X' e X d. 

e A S. I F. 

At ver6 si (^fig. 4.) recta illa C B e in unico 
tantum puncto occurrat Curvx, ideoque ad 
Curvam utrinque terminari non possit ; sit 
Punctum illud C , et incidat recta illa ad punc- 
tum B in r«ctam quamvis aliam , positione 
datam , et ad datum quodvis punctum A ter- 
minatam , A B : et aequatio , qua relatio inter 
ordinatam B C et abscissam A C dcfinitiu: , 
semper induet hanc formam, t 

y:xsax^-\^bx*-^cx-\rd. 

Nomina formarum. 

Enumerando Curvas hortim casuum , Hy- 
pcrbolam vocabimus , Inscriptam , quae tota 
, jacet in Asymptoton angulo ad instar Hyper- 
bolae conicae ; Circumscriptam , qux Asympto- 
tos secat et partes abscissas in sinu suo am- ^ 

Tp\tci\mt\Ambigenam,<\nx, uno crure infinito 
inscribitur et altero circumscribitur ; Conver- 
gentem , cujus crura concavitate sua se invicem 
respiciunt , et in plagam eandem diriguntur ; 
Divergentem., cujus crura convexitate sua se >• 
invicem respiciunt et io plagas contrarias 
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TAB. I. Cruribus contrariis prceditamyCvi\m 

crura in parres contrarias convexa sunt, et 
in plagas contrarias infinita ; Conchoidalem , 
qux vertice concavo et cruribus divergentibus 
ad Asymptoton applicatur ; Anguineam , qujE 
flexibus contrariis Asymptoton secat, et utrin- 
quc in crura contraria producitur j Crucifor- 
mem , quas conjugatam decussat ; Nodaram , 
qux seipsam decussat in orbem redeundo j 
Cuspidatam , cujus partes dux in angulo con- 
tactus concurrunt et ibi terminantur ; Punc- 
tatam , qux conjugatam habet ovalem infinite 
parvam , id est , Punctum ; et Puram , qux 
per impossibilitatem duarum radicuiti , Ovali, 
Nodo, Cuspide ct Puncto conjugato privatur. 
Eodem sensu Parabolam quoque convergentemy 
divergentem , cruribus contrariis pr<zditam ^ 
cruciformem , nodatam , cuspidatam , punctatam 
et puram nominabimus. 

In casu primo si terminus a affirmativus 
est, figura erit (fig. y.) Hyp^tbola triplex ciim 
sex cruribus Kypcrbolicis, qux juxta tres Asym- 
ptoros, quarum nuilx sunt parallelx, in in- 
finitum progrediuntur , binx juxta unamquam- 
que in plagas contrarias. Et hx Asymptoti , 
• « terminus b x* non deest, se mutuo secabunt 

in tribus Punctis Triangulum D d inter se 
continentes, sin tcrininuf b x* deest, conver- 
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gent omnes ad idem punctum, in priori casu tab. i. 

cape A D = et A d = A ~ , ac 

1 a z y a 

junge D d , D et erunt A d, D d , tres 
Asymptoti. In posteriori (fig. 6. ) duc ordi- 
natam quamvis B C , ordinata: principali A G 
parallelam, et in ea utrinque producta capc 
hinc inde BF,et Bf sibi mutuo a:qua]es , et 
in ea ratione ad A B , quam habet ad i , 
jungeque A F , A f; et erunt A G, A F, A f 
tres Asymptoti. Hanc Hyperbolani vocamus 
Redundantem , quia numero crurum Hyper- 
bolicorum sccriortcs conicas superat. 

In Hyperbola omni redundante , si neque 
terrhinusejdesit, neque sit 3 3 — 4 a ca:qualc 
eV <ZjCurva nullam habebit Diamctrumjsin’ 
eorum alterutrum accidit. Curva habebit uni- 
cam Diametrum, et tres si utrumque. Diameter 
autem semper transit per interscctionern dua- 
rum Asymptoton, et bisccat rectas omnes, qua: 
ad Asymptotos illas utrinque terminantur et 
parallelx sunt Asymptoto tertia:. Estque abscissa 
AB Diameter figurx quoties terminus ey dccst. 
Diametrum vero absolute dictam hic et in 
sequentibus in vulgari significatu usurpo, nem- 
pe pro abscissa, qux passim habet ordinatas binas 
xquales ad idem punctum hinc inde insistentes. 
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\ V. 

Enumeratio Curvarum. 

I. De Hyperbolis novem redundantibus ^ quae 
Diametro destituuntur et tres habent Asym- 
ptotos Triangulum capientes. 

Si Hyperbola redundans nullam habet Dia- 
metrum , quxrantur xquationis hujus 
ax^->rbx^-\-cx'-\-dx-‘r^ee = o 
radices quatuor seu valores ipsius x. Ex sunto 
(Jig. j. &c. ) AP,Ai>f,A^,Ap. Erigantur 
ordinafx pt, et hx tangent 

Curvam in punctis totidem T,'*','’, et tan- 
gendo dabunt limites Curvx , per quos species 
ejus innotescet. 

Nam , si radices omnes AP.A^^.At, Ap, 
(.fis- 5‘ 7-) sunt realcs , ejusdem signi et inx- 
quales. Curva constat ex tribus Hyperbolis, 
(inscripta, circumscripta et ambigena ) cum 
Ovali. Hyperbolarum una jacet versus D» 
altera versus d, tertia versiis et Ovalis sem- 
per jacet intra Triangulum Dd atque etiam 
inter medios limites 1 et t , in quibus utique 
tangitur ab ordinatis “irl et «-t. Et hxc est 
Species prima. 

Si e radicibus dux maximx A A p, {fig. 8.) 
vcl dux minimx A P , A , {fig. p. ) xquantur 
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inter sc , ct ejusdem sunt signi cum alteris tab. i. 
duobus, Ovalis et Hypetbola circumscripta 
sibi invicem junguntur , coeuntibus earum 
Punctis contactus 1, et t , vel T, ct t, et crura 
Hyperbolae sesc decussando in Ovalem con- 
tinuantur, figuram Nodatam efficientia. Qu* 
species est secunda. 

Si e radicibus tres maxima: A p , A ^ A «■ , ‘ 

(Jig. 10.) vel tres minimx Air, A», A P, 

(Jig. II.) sequentur inter sc , Nodus in Cus- 
pidem acutissimum convertetur. Nam, crura 
duo Hyperbolse circumscriptae ibi in Angulo 
contactus concurrent , et non ultra producen- 
tur. Et hxc est species tertia. 

Si h radicibus dux medix A«" ciKv(Jig. la.) 
xquentur inter se , Puncta contactus t , ct 1 
coincidunt , ct propterca Ovalis interjecta 
in Punctum evanuit , et constat figura ex tri- 
bus Hyperbolis , inscripta , circumscripta ct am- 
bigena cum Puncto conjugato. Qux est spe- 
cies quarta. 

Si dux ex racidibus sunt impossibiles ct rc- - 
liqux dux inxquales , ct ejusdem signi ( nara 
signa contraria habere nequeunt,) Purae ha- 
bebuntur Hyperbolx tres sine ovali , vel nodo 
vel cuspide , vel puncto conjugato , ct hx 
Hyperbolx , vel ad latera trianguli ab Asym- 
ptotis comprehensi , vel ad angulos ejus 
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TAB. I. jacebunt; ct perinde speciem ^ vel quintam 
(^Jig. 11. 13.), vel sextam (^fig. 14. ly.) cons- 
tituent. 

TAB. II. Si e radicibus dure sunt zequales, et alteras 
dux, vel ^possibiles sunt 16. 18.), vel 
realcs (fig. 17. 19. ) cum signis , qux 'a signis 
xqualium radicum diversa sunt , Figura Cru- 
ciformis habebitur , nempe dnx ex Hyperbolis 
se invicem decussabunt , idque , vel ad verti- 
cem Trianguli ab Asymptotis comprehensi 
{fig. 18. 19. ), vel ad ejus basem {fig. 16. 17.) 
Qux duK species sunt septima et octava. 

Si denique radices omnes 'sunt impossibiles 
(^fg. 10. ) , vel si omnes sunt reales , et inx- 
qualcs {fig. 11.) , et earum dux sunt affir- 
mativxj^et alterx dux negativx , tunc dux 
habebuntur Hyperbolx ad angulos oppositos 
/ duarum Asymptoton cum Hyperbola Angui- 
1 ned circa Asymptoton tertiam. Qux species 
est nona. 

Et hi ^sunt omnes radicum casus possibiles. 

' Nam , si dux radices sunt xquales inter se , 
ct alix dux sunt etiam inter se xquales, fi- 
gura evadet sectio conica cum linea recta. 
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z. De Hyperbolis duodecim redundantibus 
unicam tantum Diametrum habentibus. 

Si Hypcrbola redundans habet unicam tan- 
tum Diametrum , sit ejus Diameter Abscissa 
A B , et xquationis hujus 

ax^-\-bx'-^cx->rd — o 

quarre tres radices seu valores x. 

Si radices illa: sunt omnes reales , ejusdem 
signi , figura constabit cx Ovali intra Trian- 
gulum Dd^" (Jig. zz.) jacente et tribus Hy- 
perbolis ad angulos ejus , ncmp6 circumscri- 
pta ad angulum D , et inscriptis duabus ad 
angulos d et Et ha:c est species decima. 

Si radices dux majores sunt xquales, et 
tertia ejusdem signi, crura Plypcrbolx jacentis 
versus D zj.) se sc decussabunt in for- 
ma Nodi propter contactum Ovalis. Qux spe- 
cies est undecima. ' 

Si tres radices sunt xquales, Hyperbola ista 
fit Cuspidata sine Ovali Z4. ). Qux spe- 
cies est duodecima. 

Si radices dux minores sunt xquales et tertia 
ejusdem signi , Ovalis in Punctum evanuit , 
{^jig. zy.) Qux species est decima-tertia. 

In speciebusquataornovissimis Hypcrbola, qux 
jacet versus D , Asymptotos in sinu suo amplec- 
titur , rcliqux dux in sinu Asymptoton jacent. 
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TAB, II. Si dux ex radicibus sunt impossibiles > ha- 
bebuntur tres Hyperbolx Purae , sine Ovali , 
Decussatione , vel Cuspide. Et hujus casus 
species sunt quatuor ; nempe decima quarta , 
si Hyperbola circumscripta jacet versus D , 
2J.) et decima-quinta , si Hyperbola in- 
scripta jacet versus D , {fig. ^6 . ) et decima- 
sexta, si Hyperbola circumscripta jacet sub 
basi di' Trianguli Ddi',{fig. 27.) et decima- 
septima , {fig. 28 ) , si Hyperbola inscripta 
jacet sub eadem basi. 

V Si dux radices sunt xquales , et tertia signi 

diversi , figura erit Cruciformis. Nempe , dux 
cx tribus Hyperbolis se invicem decussabunt : 
idque , vel ad verticem Trianguli ab Asym- 
ptotis comprehensi » {fig. 2^. ) vel ad ejus 
basem, (Jig. 30.) Qux dux species sunt de- 
cima-octava , et decima-nona. 

Si dux radices sunt inxquales , et ejusdem 
signi , et tertia est signi diversi , dux habe- 
buntur Hyperbolx in oppositis angulis duarum 
Asymptoton cum’ Conchoidali intermedia. 
Conchoidalis autem , vel jacebit ad easdem 
partes Asymptoti sux cum Triangulo ab Asym- 
ptotis constituto, 31.) vel ad partes con- 
trarias (^fig. 32.). Et hi duo casus constituunt 
speciem vigesimam , et vigesimam primam. 

/ 

3 . Vc, 
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3 . De Hyperbolis duabus redundantibus 
cum tribus Diametris. 

Hypctbola redundans, qux habet tres Dia-, 
metros , constat ex tribus Hyperbolis in sinu- 
bus Asymptoton jacentibus; idque vel ad an- 
gulos Trianguli ab Asymptotis comprehensi 
53 -)» 3 d ejus latera {Jig. 34 .). Casus 
prior dat speciem vicesimam 'secundam , et 
posterior speciem vigesimam tertiam. 

4 . De Hyperbolis novem redundantibus cum 
Asymptotis iribus ad commune punctum 
convergentibus. 

Si tres Asymptoii in puncto communi se 
mutuo decussant, vertuntur species quinta et 
sexta in vigesimam quartam; (fig. 6 .) septima 
et octava in vigesimam quintam , {fig. 33 .) ct 
nona in vigesimam sextam , {fig. } 6 .) ubi an- 
guinea non transit per *concursum Asympto- 
ton ; et in vigesimam septimam ^ ubi transit per 
concursum illum, 37.)» qtio casu termini 
b tic d desunt, et concursus Asymptoton est 
Centrum figurae ab omnibus ejus partibus op- 
positis xqualiter distans. Et hce quatuor spe- 
cies Diametrum non habent. 

Vertuntur etiam species decima quarta, ac 
decima sexta in vigesimam octavam (fig. 38.), 
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TAB. decima quinta, ac decima septima in vigesi- 
mam nonam (Jig, 3 ^.)> «decima octava et de- 
cima nona in tricesimam {fig. 40.); et vige- 
sima cum vigesima prima in tricesimam pri- 
mam, {fig. 41.)* Et species unicam habent 
Diametrum. 

Ac denique species vigesima secunda et vi- 
gesima tettia vertuntur in speciem tricesimam 
secundam, cujus tres sunt Diametri per con- 
cursum Asymptoton transeuntes {fig. 41.) 

Quae omnes conversiones facillime intelli- 
guntur faciendo, ut Triangulum ab i^symptotis 
comprehensum diminuatur, donec in punctum 
evanescat. 

y. De HyberboUs sex defectivis Diametrum 
non habentibus. 

Si in primo a:quationum casu terminus jc* 
negativus est , figura erit Hypcrbola defectiva 
unicam habens Asymptoton, et duo tantum cru- 
ra hyperbolica juxta Asymptoton illam in plagas 
contrarias infinite ptogtedientia. Et Asymp- 
totos illa est Ordinata prima , ct principalis 
A G {fig. 43.). Si terminus ey non deest, figura 
nullam habebit Diametrum , si deest habebit 
unicam. In priori casu species sic enumerantur. 

Si aequationis hujus 

= 1 3 x’ -4- f X* -+- X -f- ^ c’ 
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radices omnes Air_, AP, Ap, A®-, sunt 
reales, et inaequales, figura erit Hyperbola an- 
guinea Asymptoton flexu contrario amplexa, 
cum Ovali conjugata. Quae species est tricem 
sima tertia. 

Si radices duae mediae A P, et A p, (fig. 44.) 
ecquentur inter se , ovalis et anguinea jungun- 
tur sese decussantes in forma nodi. Quae est 
species tricesima quarta. 

Si tres radices sunt aequales, nodus vertetur 
in cuspidem acutissimum in vertice Anguineae 
{fig. i) t et haec est species tricesima quinta. 

Si h tribus radicibus ejusdem signi , duae ma- 
ximae, A p , et A «• {fig. 47.) sibi mutuo aequan- 
tur, ovalis in Punctum evanuit. Quae species 
est tricesima sexta. 

Si radices dux quxvis imaginarix sunt , sola 
manebit anguinea Pura sine ovali ,' decussa- 
tione , cuspide , vel puncto conjugato. Si an- 
guinea iUa non transit per punctum A , {fig. 46.) 
species est tricesima septima y sin transit per 
punctum illud A (id quod contingit, ubi ter- 
mini b zc d desunt , ) punctum illud A erit 
centrum figurx tectas omnes per ipsum ductas, 
et ad curvam utrinque terminatas , bisecans 
{fig. 47. ). Et hxc est species tricesima octava. 


B % 

1 


T AB. 

111 . 


Digilized by Google 



iO 


Enumeratio Linearum^ 


T A B. 
I V. 


tf. De Hyperbolis septem defectivis Diametrum 
habentibus. 

In altero casu , ubi terminus ey deest , et 
propterea figura Dianictrum habet, si aequa-' 
tionis hujus ax^=abx'’^cx-\-d^ radices 
omnes AT, A t , A t, {fs- 4^-) sunt reales, 
inxquales, et ejusdem signi, figura erit Hy- 
perbola conchoidalis cum Ovali ad convexi- 
tatem. Quae est species tricesima nona. 

Si duae radices sunt inaequales, et ejusdem 
signi, et tertia est signi contrarii, ovalis ja- 
cebit ad concavitatem conchoidalis 4*?.) j 
cstque species quadragesima. 

Si radices duae minores A T, A t {Jig. jo.) 
sunt aequales, et tertia A t est ejusdem signi, 
ovalis, et conchoidalis jungentur sese decus- 
sando in modum nodi. Qua: species est quA-^ 
dragesima prima. 

Si tres radices sunt aequales, nodus muta- 
bitur in cuspidem tx. figura erit Cissois veterum y 
(Jig. ^i.). Et haec est species quadragesima 
secunda. 

Si radices dux majores sunt xquales, et ter- 
tia est ejusdem signi, conchoidalis habebit 
Functum conjugatum ad convexitateni suam 
{fg. J 3 -) > cstque species quadragesima tertia. 

Si radices dax sunt xquales, et tertia est 
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signi contrarii , conchoidalis habebit punctum 
conjugatum ad concavitatem suam (Jig. 53.) > 
cstque species quadragesima quarta. . 

Si radices dua: sunt impossibiles habebitur 
conchoidalis P«ra sine ovali, nodo, cuspide, 
vel puncto conjugato et 53. ) spe- 

cies est quadragesima quinta. 

» 

7. De Hyperbolis septem paraholicis Diametrum 
non habentibus. 

Si quando ih primo aequationum casu tetr 
minus a x’ decst, et terminus b x non deest, 
figura erit hyperbola parabolica duo habens 
crura hypcrbolica ad unam Asymptpton S A G 
ct duo parabolica in plagam unam. et eandem 
convergentia. Si terminus ey non deest. fi- 
gura nullam habebit Diametrum; sin deest, 
habebit unicam. In priori casu species sunt 

hjE. ;i’ ■ . ' 

Si tres radices A P, A*»', A» (fig. 34.) 
aequationis ejus b x^ -\-c x^-\-dx c* — o 
sunt inxquales et ejusdem signi , figura cons- 
tabit ex ovali , ct aliis duabus curvis , qux par- 
tlm hypcrbolicx sunt, ct partim parabolicae. 
Nempe cmra parabolica continuo ductuvjun- 
guntur cruribus hypcrbolicis sibi proximis. Et 
hxc est species quadragesima sexta. 

Si radices dux miftorcs sunt xquales, et ter- 
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T AB. tia est ejusdem signi, ovalis et una curvarum 
illarum Hyperbolo -parabolicarum junguntur 
et se decussant in formam nodi (fig. jj.) quas 
species est quadragesima septima. 

Si tres radices sunt asquales, nodus ille in 
cuspidem vertitur {fig. ^6.) estque species qua- 
dragesima octava. 

Si radices dux majores sunt xquales, et ter- 
tia est ejusdem signi. Ovalis in con- 

jugatum evanuit ( fig. jy. ) Qux species est 
quadragesima nona. 

Si dux radices sunt impossibiles , manebunt 
Puroe dux illx Curvx Hyperbolo -parabolicte 
sine ovali , decussatione , cuspide, vel puncto 
conjugato; et speciem quinquagesimam cons- 
tituent. {fig. 57 et 58. ). 

Si radicesdux sunt xquales , et tertia est signi 
contrarii , curvx illx Hyperbolo -parabolicx jun- 
guntur sese decussando in morem crucis {fig. 
.59. ). Estque species quinquagesima prima.' 

Si radices dux sunt inxquales, et ejusdem 
signi , et tertia est signi contrarii , figura eva- 
det Hyperbola anguinea drea Asymptoton A G, 
[fig. 60.) cum Parabola conjugata. Et hxc est 
species quinquagesima secunda. 
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8. De Hyperbolis qu&tuor parabolicis 
Diametrum habentibus. 

K In altero casu , ubi: tcrminu? ey decst j ct 
figura Diamctiura habet, $i dux radices, xqua- 
tionis hujus b x'-\-cxr\~d^o sunt impossi- 
biles, dux habentur- figurx hyperbolo - para- 
bolicx a Diametro AB hinc inde 

xqualiter distantes. Qux species est quinquage- 
sima tertia. - 

Si xquationis illius radic'cs ditx sunt realcs 
€t xquales, figurx hypcrbolo-paraboUcx ; juiv 
guntur sesc decussantes: in morem crucis; ct 
speciem quinquagesimam quartam constituunt. 

6Z.). . ■ : - •, f; ■ . 

Si' radices illx sunt inxquales€tej.usdem signi, 
habetur hypcrbola coftchoidalis cum paraboli 
cx eodem latete -Asymptoti; {fig. 6 ^ -. ) Estque 
species quinquagesima quinta. >■ ' 

:Si radices' illx sunt signi contrarii, habetur 
xonchoidalis' cum parabola ad alteras partes 
•Asymptoti 64.). Qux species eSt quin- 
quagesima sexta. . . ' - . . 

5 >. De quatuor Hyperbolismis Hyperbglce. 

Siquando, in prkrio xquationnm casu, ter- 
minus uterque a x^ ct b x* deest, figura erk 
iiypcrbolismus sectionis alicujus conicx. Hy^ 

»4 
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perbolismurn figurae voco , cujus ordinata pro- 
dit applicanda contentum sub ordinata figurae 
illius et recta data ad Abscissam communem. 
Hac ‘ratione Linea recta vertitur in hyperbo- 
lam conicam , ct sectio omnis conica vertitur 
in aliquam figurarum , quas hic hyperbolismos 
sectionum conicorum ^ voco. ' Nam , aequatio 
ad figuras, de’ quibus agimus, nempe ' 

• icy^^-^-ey^c 

dat ^ ; quae gcnc- 

'XX- 

ratur applicando' contentum sub ordinata scc- 

{e' -4-4 dx+ 4 co<*) 


tionis conicx 


et 


1 m 


recta data m ad Curvarum abscissam commu- 
nem X. Unde liquet, quod figura genita hy- 
pcrbolismus erit Hyperbolae j Ellipseos , vel Pa- 
rabol.x, perinde ut terminus c x. affirmativus 
est, ve! negativus, vel nullus. ^ 
Hyperbolismu^Hyperbolx tres habet Asym- 
ptotos, quarum una est ordinata prima prin- 
cipalis Ad 6y.) ,altcrx dux sunt parallelx 
abscissx A B , ab eadem hinc inde xqualiter 
distant. In ordinata principali Ad, cape Ad, 
Ai', hinc inde xquales quantitati \/c ; et per 
puncta d^ ac i' age d y Asymptotos abscissx 
AB parallelas. __ i, 

. Ubi terminus ey non decst, figura nullam . 
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habet Diametrum. In hoc casu, si aequationis 
hujus e i/ jc -4-^ e* = o, radices duae A P, 
Ap sunt reales ct inaequales, (nam aequales 
esse nequeunt, nisi figura sit conica sectio ) 
figura constabit ex tribus hypcrbolis sibi 
oppositis , quarum una jacet inter Asymptotos 
parallelas , ct alterae duae jacent extra. Et haec 
est species quinquagesima septima. 

Si radices illae duae sunt impossibiles , ha- 
bentur hyperbolae dux oppositx extra Asym- 
^ptotos parallelas en anguinea hypcrboUca intra 
easdem. Hxc figura duarum est spccicium. 
Nam , Centrum non habet , ubi terminus d 
non deest {fig. 66.) : sed si terminus ille deest, 
punctum A est ejus Centrum (Jig. 67.). Prior 
species est quinquagesima octava , posterior 
quinquagesima nona. 

Quod si terminus ey deest , figura consta- 
bit ex tribus hypcrbolis oppositis , quarum una 
jacet inter Asymptotos parallelas, et alterx 
dux jacent extra, ut in specie quinquagesima 
septima , et prxtcrca Diametrum habet , qux 
est abscissa A B (Jig. <8. ). Et hxc est species 
sexagesima. 
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TAB. 10. De tribus Hyperbolismis Ellipseos. 

Hypcrbolismus Ellipseos per hanc aequatio- 
nem definitur e et unicant 

habet Asymptoton , qux est ordinata princi- 
palis A d {fig. 6^.). Si terminus <; jnon deest , 
figura est Hyperbola anguinea sine Diametro ; 
atque etiam sine Centro , si terminus d noia 
deest. Quae species est sexagesima prima. 

At si terminus ^/decst, figura habet Centrum 
sine Diametro , et Centrum ejus est Punctum A 
(Jig. 70, ) species vero est sexagesima secunda. 

Et, si terminus ey deest et terminus nort 
deest, figura est conchoidalis ad Asymptoton 
A G {Jig. 71.)» habetque Diametrum sine cen- 
tro, et Diameter ejus est abscissa A B. Quas 
species est sexagesima tertia. 

II. De duobus Hyperbolismis Parabolce. 

Hypcrbolismus Parabola per hanc jcquatio- 
■nem definitur H- e et duas habet 

Asymptotos , abscissam AB, et ordinatam 
primam et principalem A G. Hypcrbolx vero 
in hac figura sunt dux, non in Asymptoton 
angulis oppositis , sed in angulis qui sunt dein- 
ceps jacentes, idque ad utrumque latus abs- 
cissa; AB, et, ve! sine Diametro, si terminus 
cj habetur 0 ?g’. 72..), vel cum Diametro, si 
terminus ille deest {fig. 73.). Quae dua; species 
sunt sexagesima quarta et sexagesima quinta* 
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iz. De Tridente. 

In secundo aequationum casu habebatur aequa- 
tio xy^ax^-hbx* -^cx-^d. Et figura in 
hoc casu habet quatuor crura infinita, quorum 
duo sunt hyperbolica circa Asymptoton A G 
74-) contrarias partes tendentia , et duo 
parabolica convergentia, ct cum prioribus spe- 
ciem tridentis fere efformantia. Estque ha:c 
figura parabola illa, per quam C artes lus 
aequationes sex dimensionum construxit. Ha:c 
est igitur species sexagesima sexta. 

15 . De Parabolis quinque divergentibus. 

In tertio casu aequatio erat 

ct parabolam designat , cujus crura divergunt 
ab invicem , et in contrarias partes infinite 
progrediuntur. Abscissa A B est ejus Diameter , 
et species ejus sunt quinque sequentes. 

Si aequationis a x^ -hb x‘^-\- c x d=o , 
radices omnes A A T , A t, sunt reales ct 
inaequales , figura est Parabola divergens cam- 
paniformis cum ovali ad verticem 75. 76,). 
Et species est sexagesima septima. 

Si radices duae sunt aequales. Parabola prodit, 
vel nodata contingendo ovalem (Jig. 77.) , vel 
punctata y ob ovalem infinite parvam [fig. 78.). 
.Quae Ayxtc species sunt sexagesima octava y ct 
sexagesima nona. 
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Si tres radices sunt aequales. Parabola erit 
cuspidata jn vertice [fig. 80.) et haec est para- 
bola Neiliana , quje vulgo semicubica dicitur. 
Et est species septuagesima. 

Si radices duae sunt imposSlbilcs , habetur 
Parabola Tura campaniformis (Jig. 78. 79.) 
speciem septuagesimam primam constituens. 

14. De Parabola cubica. 

In quarto casu aequatio erat 

y — ax^-\-bx^-^cx-\-dj 
ct haec aequatio parabolam designat, quae crura 
habet contraria, et cubica dici solet [jig. 81.), 
Et sic species omnino sunt septuaginta duce. 

V. 

Genesis Curvarum per Umbras, 

Si in Planum infinitum a puncto lucido illu- 
minatum Umbr* figurarum projiciantur , Um- 
brae sectionum conicarum 'semper erunt sec- 
tiones conicx ; ea: Curvarum secundi Gene- 
ris semper erunt Curvx secundi Generis; ex 
Curvarum tertii Generis semper erunt Curvx 
tertii Generis , ct sic deinceps in infinitum. 

Et, quemadmodum circulus, Umbram pro- 
jiciendo, generat sectiones omnes conicas', 
sic Parabolx quinque divergentes Umbris suis 
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generant et exhibent alias omnes secundi ge- 
neris Curvas j et sic Curv* quaedam simplicio- 
res aliorum Generum inveniri possunt , quae 
alias omnes eorumdem Generum Curvas Um- 
bris suis a Puncto lucido in Planum projectis 
formabunt. 

De CtLrvarum Punctis duplicibus. 

Diximus Curvas secundi Generis a Linea 
recta in Punctis tribus secari posse. Horum 
duo nonnunquam coincidunt. Ut, cum recta 
per ovalem infinite parvam transit vel per 
concursum duarum partium Curvae se mutuo 
secantium, vel in cuspidem coeuntium duci- 
tur. Et, si quando rectae omnes in plagam 
cruris alicujus infiniti tendentes Curvam in 
unico tantum Puncto secant , (ut fit in ordi- 
natis Parabolx Canesianccy et Parabolx cubicae, 
nec non in rectis abscissae hypcrbolismornm 
Hyperbolae , et Parabolae parallelis ) concipien- 
dum est , quod rectx illae per alia duo Curvae 
puncta ad infinitam distantiam sita (ut ita dicam) 
transeunt. Hujusmodi intersectiones duas coin- 
cidentes, sive ad finitam sint distantiam sive 
ad infinitam, vocabimus Punctum Duplex. 
Curvae autem, qux habent Punctum Duplex 
describi possunt per sequentia Theoremata. . 
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TAB. 

VI. 


V I. 

De Curvarum Descriptione Organica, 
TUEOR. I. 

Si {fig. 8i.) Anguli duo magnitudine dati 
PAD, PBD, circa polos positione datos 
A , B , rotentur, ct eorum crura A P, B P , 
concursu suo P percurrant Lineam rectam ; 
crura duo reliqua A D , B D concursu suo D 
describent sectionem conicam per polos A , 
B, transeuntem : praeterquam ubi Linea illa 
recta transit per polorum alterutrum A vel B, 
vel Anguli B A D, A B D simul evanescunt , 
quibus in casibus punctum D describit Lineam 
rectam. 

THE O R. I L 

Si (fig. 83.) crura A P, BP concursu suo P 
percurrant sectionem conicam per polum al- 
terum A transeuntem , crura duo reliqua A D, 
B D concursu suo describent Curvam secundi 
Ceneris per Polum alterum B transeuntem , 
ct Punctum Duplex habentem in Polo primo 
A , per quem sectio conica transit : prxterquam 
ubi Anguli B A D, A B D simul evanescunt, 
quo. casu Punctum D describet aliam sectio- 
nem conicam per polum A transeuntem. 
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T H E O R. III. 

At, si sectio conica, quam punctum P per- 
currit transeat per neutrum polorum A , B , 
{fig.%^.) punctum D describet Curvam secundi, 
vel tertii generis punctum duplex habentem. 
Et punctum illud duplex in concursu crurum 
describentium, AD, B D invenietur, ubi an- 
guli BAP, ABP simul evanescunt. Curva 
autem descripta secundi erit generis, si anguli 
.BAD, A BD simul evanescunt, alias erit 
tertii generis, et alia duo habebit puncta du- 
plicia in polis A et B. 

Sectionum Conicarum descriptio per data 
quinque puncta. 

Jam sectio conica determinatur ex datis ejus 
punctis quinque , et per eadem sic describi 
potest. Dentur (j?g. 85.) ejus puncta quinque 
A, B, C , D , E. Jungantur eorum tria quae- 
vis A, B, C, et trianguli ABC rorentur an- 
guli duo quivis C A B, CB A circa vertice» 
snos A et B ; et, ubi crurum A C , B C inter- 
sectio C successive applicatur ad puncta duo 
reliqua D, E , incidat intersectio crurum re- 
liquorum A B et B A in puncta P et Q. Aga- 
tur et infinite producatur recta P Q , et an- 
guli mobiles ita rotentur , ut intersectio cm- 
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rum A B, B A percurrat rectam P Q, et cru- 
rum reliquorum intersectio*', C describet pro- 
positam sectionem conicam^ per Theorema 
primum. 

Curvarum secundi g'&neris^ punctum duplex 
habentium descriptio per data septem puncta. 

Curvx omnes secundi Generis punctum 
duplex habentes determinantur ex datis carum 
punctis septem, quorum unum est punctum 
illud duplex , et per eadem puncta sic describi 
possunt. Dentur 8 <J. ) Curvae describendae 
puncta quxlibct septem A,B, C,D,E,F, G, 
quorum A est punctum duplex. Jungantur 
punctum A, et aliadi)0 quxvis e punctis, puta 
B et C 5 et Trianguli ABC rotetur tum an- 
gulus C A B cirdi verticem suum A , tum 
angulorum reliquorum alteruter ABC circi 
verticem suum B. Et, ubi crurum AC, BC 
concursus C successive applicatur ad puncta 
quatuor reliqua D , E, F , G, incidat concursus 
crurum reliquorum AB, et BA in puncta 
quatuor P, Q, R, S. Per puncta illa quatuor 
et quintum A describatur scctie conica ; et 
anguli prxfati CAB, CBA hra rotentur, 
ut crurum A B , B A concursus percurrat sec- 
tionem illam conicam, et concursus reliquorum 
crurum AC, BC describet curvam proposi- 
tam per Theorema secundum. 

Si. 
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Si, vice puncti C datur positione recta B C , 
qu£ Curvam describendam tangit inB, lineas 
A D , A P coincident , et vice anguli D A P 
habebitur linea recta circk polum A rotanda. 

Si Punctum Duplex A infinite distat, debebit 
recta ad plagam puncti illius perpetub dirigi , 
et motu parallelo ferri intereh diim angulus 
ABC circk polum B rotatur. 

Describi etiam possunt ha: Curvae paulo ali- 
ter per Theorema tertium , sed descriptionem 
simpliciorem posuisse sufficit. 

Eadem methodo Curvas tertii, quarti, ct 
superiorum Generum describere licet, non 
omnes quidem, sed quotquot ratione aliqua 
conomodi permotum localem describi possunt. 
Nam, Curvam aliquam secundi, vel superio- 
ris Generis punctum duplex non habentem 
commode describere , Problema est inter dif- 
ficiliora numerandum. 
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VII. 

Constructio Mquationum 
per Descriptionem Curvarum. 

Curvarum usus in Geometria est, ut per 
earum intersectiones Problemata ' solvantur. 
Proponatur xquatio construenda dimensionum 
novem! 

x"> ^ -\-b x’ ->t-c d e f x^ g x^ 
-\-hx-^k—o 

Ubi 3, c, dy &c. significant quantitates quas- 
vis datas signis suis -1- et — affectas. Assumatur 
arquatio ad Parabolam cubicam x’ ct 
aequatio prior, scribendo j pro x’, evadet 

bx y' -H d x^ y-{- ex y -\-my 

H-/x’ -H g- X* -f- A .V -h /t = o. 
y^quatio ad Curvam aliam secundi generis , ubi 
m, vel / deesse potest, vel pro lubitu assumi. 
Et per harum Curvarum descriptiones et in- 
tersectiones dabuntur radices xquationis cons- 
truenda:. Parabolani cubicam semel describere 
sufficit. 

Si xquatio construenda per defectum duo- 
rum terminorum ultimorum hx, et it reduca- 
tur ad septem dimensiones, Curva altera de- 
lendo /7Z, habebit punetum duplex in principio 
absdssx, et ind^ facile describi potest, ut supra. 
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Si aequatio construenda per defectum ter- 
minorum trium ultimorum gx' hx k 
reducatur ad sex dimensiones. Curva altera, 
delendo /, evadet sectio conica. 

Et si per defectum sex ultimorum 'termi- 
norum, aequatio construenda reducatur ad tre» 
dimensiones , incidetur in constructionem 
IV allisianam^tx. Parabolam cubicam et Lineam 
rectam. 

Construi etiam possunt aequationes per hy- 
perbolismum Parabolx cum Diametro. Ut, si 
construenda sit haec aequatio dimensionum no- 
vem termino pcnultimo carens, 

-H c -h /x’ ■+"S’x‘-h hyd 
-4-A: x*-h/x®=:o,- 

Assumatur aequatio ad hypcrbolismum illum 
x*j^=t I, et scribendo j pro i , aequatio cons- 

truenda vertetur in hanc 
u 7’ -f- c -h dxy^-\- ey -^fxy-\-m-\-g 
-+-Ax-+-/tx*-|-/x’=o, 
qux Curvam secundi Generis designat, cujus 
descriptione Problema solvetur. Et quantitatum 
m ac alterutra hic deesse potest, vel prolu- < 
bitu assumi. 

Per Parabolam cubicam et Curvas tertii Ge- 
neris construuntur etiam aequationes omnes 
dimensionum non plusquam duodecim, et pet 

C z 
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eandem Parabolam et Curvas quarti Generis 
cxMistruuntur omnes dimensionum non plus- 
quam quindecim j et sic deinceps in infinitum. 
Et Curvae illae , tertii, quarti, et superiorum 
Generum describi semper possunt inveniendo 
eorum puncta per Geometriam planam. Uc 
si constuenda sit aequatio 

-4- ^ X* -h A X * H- z X * -H ^ X + / = o , 
ct descripta habeatur Parabola cubica : sit ae- 
quatio ad Parabolam illam cubicam x’ =^, ct 
scribendo pro x’, aequatio constuenda ver- 
tetur in hanc 

y* a xy^ -4- e x y “4-/x*^ -4- z x* » o 
-\-dx -\-gx H-Ax 

-4“ e h -4“ / 

quae est aequatio ad Curvam tertii Generis ; 
cujus descriptione Problema solvetur. Describi 
autem potest haec Curva inveniendo ejus puncta 
per Geometriam planam , propterea quod in- 
detejtmitiata quantitas x non nisi ad duas 
dimemiones ascendit. ' 

FINIS. 
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TERTII ORDINIS 

NEWTONIANiE. 


DEFINITIONES. 

I. Likea Geometrica est cujus abscissx et 
ordinatx correspondentes eandem iiitcr 
se ubique obtinent relationem, 
z. Linea rationalis est cujus abscissx ct or- 
dinatx relationem obtinent xquationc 
vulgari algcbraica designabilem. 

3 . Linea irrationalis est quando relatio illa 

xquadone istiusmodi exprimi nequit. 

4. Asymptotos curvx est Linea simplicissima, 

sive curva sive recta sit , qux ad curvx 
crus tanto magis continue accedit quan- 
to magis producitur, tandem cum eo 
coincidens. 

j. Crura ejusdem generis sunt qux pro Asym- 
ptotis suis sortiuntur lineas ejusdem 
speciei. 

Hyperbola inscripta est qux tota jacet in 
Asymptoton angulo ; adinstar hyperbo-' 
Ix conicx. 

C 4 






•V- 


. — Digitized by Google 


40 Linea tertii ordinis NEffCToatiANM. 

7. Circumpscripta est qux Asymptotos secat 

et partes abscissas in sinu suo complec- 
titur, 

8, Ambigena est (\ox uno crure 

altero circumscribitur. 

\ 

5>. Conchois est figura habens duo crura ad 
easdem ejusdem Asymptoti partes ja- 
centia, et in pl,«gas oppositas protensa, 
cum vertice versus Asymptoton • con- 
cavo. 

10. Anguinea vero est fi^ra, quando crura 

jacent ad diversas Asymptoti partes. 

11, Cruciformis est, quando quatuor 
ejus crura in uno puncto conveniunt. 

II. Nodata est, quando duo crura se invicem 
decussant, nodum quasi 'efficientia. 

13. Cuspidata est, quando crura in eorum 

conjunctione cuspidem efficiunt. 

14. Punctata est qux ovalem habet conjugatam 

infinite parvam, id est, punctum. 

15. Puraestc^xxovaliytiodoi cuspide tt punct§ 

conjugato privatur. 


iJnect unii ordinis Nejp^tonianm. 41 

Linearum Rationalium Ordines. 

Linearum Rationalium obvia est divisio , ab 
ipsarum naturis desumpta, in simpliciores scili- 
cet et magis compositas pro ratione dimen- 
sionum aequationis , qua relatio inter abscissas 
ct ordinatas definitur j quando quidem aequatio 
illa simplicissima est in qua quantitates inde- 
terminatx sunt pauciorum dimensionum. Qua 
ratione generalissima xquatio alicujus ordinis 
comprehendit omnes lineas ejusdem. 

Ergo linea primi ordinis erit recta sola xqua- 
tione y -4-.a x -f- 3 = o designata , 

Eas secundi ordinis designat 

Eas tertii 

( ax-^b ) y*-f- [cx*-\-dx-\-e) y -^fx^ 
-\-gx'-\-hx-^k = o. 

Eas quarti 

x-\-b)y^-\-{c x!*-{-dx-\-e)y*-\-{fx^-{-gx^-i-kx+k)y 
* -\-lx*-+-mx^-\-nx^-hp x-i-q T=so, 

Eas quinti 

y'-hia x-\-b)y*-i-(cx*-\-dx-\-e')y^-]-^ fx'-\-gx^-\-hx-\-k')y* 
-h ( / X* -f-/n x’ -+- « X* - 4-/7 X -H y ) y “h ^ Jc* H- ^ -H r jc* 
-4- « x’ - 4 - V x-f- w = o , 

Ct sic proceditur in infinitum. ' 

In hisce aquationibus x est Abscissa , y Or- 
dinata in quovis angulo ad se invicem incli- 
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natae; a^bfO ,d, &c. quantitates data: signis 
suis + et — afFcctx , quarum una vel plures 
deessc possunt, modo cx tali defectu , linea non 
migret in aliam ordinis inferioris. 

Hx aequationes sunt sui ordinis generalissimae; 
continent quippe omnes abscissx ct Ordinatx 
combinationes, ubi earum dimensiones in uno 
xquationis termino simul sumptx non supe- 
rant dimensionem maximam ordinatx. Etenim 
dimensio Curvx pendet cx maxima dimen- 
sione abscissx et ordinatx in eodem xqua- 
tionis termino. 

Numerus coefficientium in illis aequationibus. 

Per coefficientes hic intcllige quantitates da- 
tas a, c, &c. Haruna numerus in prima 
xquatione est i , in secunda j , in tertia 9 , 
in quarta 14, in quinta lo, et sic porra At- 
que hi numeri sic generantur est y = ^ -4- 3 , 

9 =i 2 - 4 - 3 H- 4 , 14== X -4. 5 H- 4 4 -y , 

2o = i- 4 - 3 - 4 - 4 -l-y-l-^» &c. Adeoque *cx 
Arithmetica summatoria universaliter facile 
colligitur, quod si sit n numerus dimensionum 

Curvx, erit numerus coefficientium 

in xquatione generalissima lineas omnes illius 
ordinis dehniente. Hujus usus in sequentibus 
patebit. 


1 
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P RO P. I. T H E O R. 

Omnis Linea Geometrica curvatura continua, 
vel in se redit y vel pergit in infinitum. 

Lineam Geometricam motu puncti conti- 
nuo descriptam hic considero ; omnis enim 
linea geometrica motu puncti certa quadam 
conditione constanti moventis describi potest : 
quum igitur motus puncti lege immutabili 
s attemperatur , necessario durabit ejus motus 
in infinitum. Unde via percursa, id est , Linea 
Geometrica, vel in se redit, vel pergit in in- 
finitum > idque curvatura continua ob regula- 
rem puncti motum. Q. E. D. 

Coroll. I . Superficies solidorum omnium 
Geometricorum, curvatura continua, vel in 
se redeunt, vel pergunt in infinitum. Nam su- 
perficies Geometricae , eodem plane modo li- 
nearum motu genita: concipiendae sunt, quo 
Linex punctorum motu : adeoque hoc Co- 
lollaoum et hxc propositio simili prorsus ar- 
gumentandi genere demonstrantur. 

Coroll. z. Crara infinita alicujus linex ductu 
continuo semper conjunguntur. Nam punctum 
describens necessario transit ab uno crure ad 
aliud. 

Coroll. 3. Et inde necessario sequitur, quod 
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cruram infinitorum numerus semper est par : 
alias enim servari nequit motus puncti conti-, 
nuus in infinitum, 

Coroll. 4> Omnes rectae parallelae secant Cur- 
vam aliquam in iisdem numero punctis reali- 
bus et imaginariis. Hoc Corollarium facillimi 
patet ex propositione ct Corollariis ejus secundo 
ct tertio. 

■ Coroll. ]. Unde si aequatio quaelibet involvat 
duas indeterminatas 3 abscissam x ct ordinatam 
y, numerus valorum possibilium ct impossin 
bilium ordinatae in omni absciss.,/ magni- 
tudine idem semper est. Hujus CoroUasii be- 
neficio invenire licet numerum radicum aequa- 
tionis fluxiones involventis , ut et aequationis 
in qua quantitates indetcimmat» indetermina- 
tas habent etiam exponentes j ut po/tea patebit. 

Coroll. $. Ex Ltnex GeometricaE curvaturi 
continua, sequitur nota illa aequationum pro- 
prietas i scilicet quod radicum impossibilium 
numerus semper est par. 

Scricrum infinitarum frequens ia sequentir 
bus erit usus : visum est igitur aliquid de iisdera 
praefari, quum nec carum natura, nec metho- 
dus eas investigandi , ab aliquo quod sciaun ; 
Kuc usque satis explicata fuerit. 
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De serierum infinitarum ortu. 

D. WallisiuSj in Arithmeticd infinitorum ^ 
inno 1655 publicata, multis exemplis parti- 
cularibus generaliter tandem invenit, quod 

m 

si ordinata cutvx sit x* , erit ejus area 

fl * 

. Ope ejus regula: quadravit om- 

m n \ ~ 

nes curvas quarum ordinatas habere potuit in 
terminis ratibnalibus expressas. D. Newtonus 
per interpolationem arearum ab ordinatis (per 
Wallisii regulam) deductarum quadravit cir- 
culunv Et ex data ejus area in serie infinita, 
per reversum regula: Wallisii invenit ejus or- 
dinatam in serie etiam infinita expressam. Et 
methodum interpolandi prosecutus , Theorema 
suum invenit pro elevando Binomio ad digni- 
tatem quamvis indeterminatam : ut constat ex 
Epistol^ ejus ad D. Oldenburgiutn 15 junii anno 
1676 missa. Sed interpolationum methodum 
missam tandem faciens , operationes speciosas 
perinde ut Arithmeticas instituere coepit , atque 
docuit reducere radices xquationum omniuna, 
primo simplicium deinde affectarum, in se- 
ties convergentes. Hoc patet ex c]us Anafysi k 
'Barrovio ad CoLlinium mense julio , anno ^ 
missa. In cadera Analysiy .serierum ope, qua- 
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dravit curvas tum geometricas tum mechanicas 
ut appellari solent. Et docuit qua ratione, cx 
data area vel longitudine curvze inveniri pos- 
sit Basis vel Ordinata. Sub finem ejusdetn Ana- 
lyseos j ope sericrum universaliter demonstra- 
vit regulam ailisii , methodo nova quae alia 
non erat quam fluxionum methodus. 

Cartesius, Barrovius^ aliique irt Tangentium. 
methodis , docuerunt invenire rationes primas 
et ultimas quantitatum Nascentium et Evanes- 
centium , at non generaliter j et alLisius , uti 
mox dictum est , ostendit quomodo inveniri 
possit area ex data ordinata terminis rationalibus 
expressa : ha:c erant dubia et obscura vestigia 
fluxionum methodi directa: et inversae. Et im- 
possibile fere erat, absque serierum doctrina, 
hanc methodum ulterius promovere , quam 
promoverunt prxfati docti viri. Unde sane non 
video qua ratione quis possit fluxionum me- 
thodi inventionem sibi arrogare , et non etiam 
sericrum inventionem. 

De natura serierum. 

Serierum methodus in eo fundatur , ut pri- 
mo assumatur quantitas radici quxsitx «qualis 
quam proxime , et corrigatur valor assumptus 
continue : quo pacto habebitur tandem quan- 
titas , qu* k radicis vero valorc minus dista- 
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bir quayii quantitate data* Hoc vero multi- 
fariarri pn'e>.tari potest. 

Sit series eo citius convergens quo minor 
est X , scilicet 

jy = ac" -1-.^ X" -4- Cx" ' H-D X’ + » ' H- &c. 
Ponamus esse x admodum parvam , et termi- 
nus quilibet posterior erit priore multo mi-‘ 
nor, atque termini pauci initiales ad verum 
ipsius y valorem quam proximi accedent. 
Quod si sit X infinite parva , erit accurate 
y A x”^ terminis reliquis hujus termini res- 
pectu evanescentibus. In arquationc relationem 
inter x et definiente , suppone x etiam in- 
finite parvam, et termini quidam aequationis 
evadent reliquis infinite minores, qui proinde 
reliquorum maximorum respectu evanescent; 
e terminis igitur maximis ejusdem ordinis 
tanquam nihilo aequalibus ( eodem plane modo 
quo ex aequatione numerali) extrahe radicem , 
nam erit illa A x* : qui terminus primus pro- 
pterea dabitur. Per termines maximos ejusdem 
ordinis intcllige eos qui ad se invicem datam 
habent rationem , et sunt reliquis omnibus 
infinite majores. Pone 
p — Bx-'"^' -hC’x"+*'-4-Z)x*+’'H-&c. 
terminis nondiina inventis, et critj 
quem ipsius y valorem in xquationc rubsti- 
tuendo, obtinebis xquationem novam inde- 
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terminatas duas x , p involventem. In "illa 
a:qaatione nova suppone etiam x infinite par- ^ | 

vam , ut sit /j = 5 x"'*'' accurate , atque ex . ' 

terminis maximis ejusdem ordinis tanquim | 

nihilo aequalibus radix extracta erit B qui | 

terminus secundus proinde datur. Sic j 

unde erit p = B q : hunc valorem ip- j 

sius p substitue in xquatione relationem in- 
ter jc, exprimente j et habebis aequationem 
tertiam quae ostendit quam inter se ac, ^ob- 
tinent relationem. Ex hac aequatione invenies 
tertium terminum eodem plane modo 

quo terminos duos primos ex aequationibus 
duabus prioribus obtinuisti. Et opus continuan- 
do invenire licet terminos seriei sequentes tot 
quot , volueris. 

Et si esset series hujusmodi i 

y=Axr-\-Bx’-' -^CxT-^' -^Dxr-'^'-^&t:c. I 

co citius convergens quo major est x; inter 
operandum supponenda est x infinite magna : 
atque terminis ordinum inferiorum rejectis c 
maximis ejusdem ordinis educenda est radix j 
nam illa est Axf. Ponendo 

^ s= 5 X" - ' C jc” - * ' D X» - ’ ' -h &c. 

adeoquej' ==/?-+- A x", habebitur aequatio nov^ 
ex qua invenire licet terminum serici secundum^ 
ct opus continuando tot quot est aninaus. 

Et • 
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' £t cad^m ratione qua inveniuntur series eo 
citius convergentes quo major, vel quo minor 
est X invenire licet series eo citius conver- 
gentes quo propius aecedit x ad datam quamvis 
quantitatem ; v. g. si quxratur series eo citius 
convergens quo propius accedit x ad quanti- 
tatem a ; nec suppono x infinite magnam nec 
infinite parvam, sed squalem ipsi tz, et tum 
quxro valorem ipsius j,nam ille valor est primus 
terminus seriei. Et quomodo ad libitum pro- 
cedendum est, ex hactenus traditis satis patet. 

Hxc de natura scrierum et fundamento 
methodi ad eas perveniendi dicta sufficiant. 
Processus cert^ legitimus cuivis in diversis in- 
finitorum ordinibus quam minimi etiam versato 
hecessario patet. Ex ipsa operatione facile vi- 
dere est , has series non dare radices xquatio- ^ 
num quxsitas , ni sat celeriter convergant ; 
fctenim totus operandi processus in eo fundatur, 
Uf sit X satis parva, vel satis magna, hoc est, 
ut termini seriei subsequentes sint anteceden- 
tibus perpetuo minores. Hinc hallucinantur ii 
qui sc aliquid Geometrice etiam accuratum ex 
scriebus parum convergentibus vel aliquando 
quidem divergentibus collegisse somniant. 
Eodemque modo demonstratur divisio et ra- 
fteum extractio arithmetica. Omnes enim 
hujusmodi operationes^ tam Arithmeticae quam 

D 
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Speciosae eodem innitunturfundamento; scilicet 
ut seriei termini initiales ad quxsitum quam 
proxime accedant, reliqui vero ut eo magis 
continui sint minores quo magis ^ primo 
distant. Qui series divergentes adhibent in 
problematum solutione , idem faciunt ac si 
divisionem arithmeticam versus dextram, non 
versus sinistram inchoarent. Istius modi enim 
series qnxsitum nunquam dant, sed mere sunt 
imaginarix. 

Hisce jam expositis, serierum inventio eo 
usque reducitur, ut inveniantur termini maximi 
alicujus xquationis ejusdem ordinis} posito 
quod una indeterminatarum quas involvit 
xquatio , evadit infinite magna vel infiniti 
parva. Quod tamen perficere nemo unquam 
valuit prxtcr D. Nevftonum serierum invento- 
rem. Duplici utitur ille methodo , una , Pa- 
•rallclogrammi scilicet , quam descripsit in 
epistola ad D. Oldenburgium 14 octob. anno 
i6-j6 missa} qux quamvis a plurimis qui eam 
haud intellexerunt, ut methodus mechanica 
diii neglecta jacuit , est omnium quam quis 
excogitare potest generalissima et elegantis- 
sima. Alteram methodum descripsit D. Newto^ 
nu<! in epistola ad D. Wallisium anno 
missa : qux, quamvis Geometrx prx priore 
huc usque amplexi sunt, est particularis so- 
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lummodo, ut pote cujus ope tantum invenire 
licet series eo citius convergentes quo minor 
est X et hoc non adeo generaliter. Hcec me- 
thodus , ait Nett^tosus , ejusdem est generis 
cum ed pro extrahendo radices ex aequationibus 
affectis superius descripta. Hanc igitur metho- 
dum , uti credere par est , Newtonus a Parallelo- 
grammo deduxit ; utcunque vero se res habet, 
eam eique similem , pro inveniendis aequa- 
tionum radicibus in seriebus eo celerius con- 
vergentibus quo major est x, in sequentibus 
h. Parallclogrammo demonstrabimus (*). 

(*) Seometra Gallicus Gua triangulum parallelogramm» 
Nevrtoniano sufFecic, Quantumvis ingeniosus sit hujus trian- 
guli usus in maximis zqttatioRum terminis inveniendis, fatendum 
tamen est hunc prorsus mechanicum videri. Quapropter vir Ce- 
leberr. Lagrange methodum simplicem atque elegantissimam et 
ex analyticis considerationibus duntazat deductam excogitavit. 
Quam accuratissimi explanatam reperias , ac simul quic quid 
ad evolutionem functionum in seriebus attinet, in Tractatu de 
Calculo differentiali et Integrali quem nuperrimi apud eundem 
Bibliopolam edidit S. F. Lacreix. 

Non adeo mirum ac sentit Stirling, serierum methodum 
fuisse neglectam j nam si illam veluti approximatoriam spec- 
taveris, non sine maxima cautione adhibenda est ; atque ubi 
Buxionalibus vel diiferentialibus zquationibus applicatur , non 
semper suppeditat solutionem tam generalem quam postulat 
quzstionis status. Indi merito insectatur Johannes BernouUi 
Geometras anglos , quod przter necessitatem seriebus utantur. 

Edit. Annot, 

D i 
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PROP. II' PROBLE MA. 

Si una variabilium quas involvit aequatio eva- 
dat infiniti , magna vel parva , opporteat 
invenire terminos illius aequationis maximos 
ejusdem ordinis. 

Duc rectam D A C eique ad rectos angulos 
A B : hasce rectas divide in lineolas innumeras 
xquales, a quarum rectularum extremitatibus 
erige normales distribuentes spatia angularia, 
D A B , C A B in rectangula innumera aequalia. 


^ ” ■4" f •4* y ^ ^ Tjy f * ^ f 



Digilized by Cooglc 


Lunecx, tertii ordinis NEWTottiAax. J3 

Sit X indeterminata ex cujus potestatibus 
conficienda est series, n index ipsius x in primo 
termino serici, adeo ut sit radix quaesita y 
jcqualis A x* accurate , cum x est infinite 
magna vel infinite parva, prout serici quaesitae 
natura requirit. 

Concipe recta: C D partes singulas datas, esse 
et unitati aequales j rectae vero AB partes sin- 
gulas variabiles et quantitati n semper aequales. 
In punctis angularibus xqualium rcctangulotum 
substitue dignitates quantitatum x , x' regula- 
riter ascendentium et descendentium a puncto 
A, uti in schemate videre est. 

Index cujusvis potestatis ipsius x in rccta.GD 
positx xqualis est ejus distantix k puncto A; 
affirmativi sunt indices supr^ punctum A , 
negativi vero qui infr^ locantur. Eddemque 
modo , quum pars quxlibet rcctx A B xqualis 
sit index dignitatis cujusvis ipsius x in reetS 
AB positx daf ejus, distantiam a puncto A. 
Adeoquc.in punctis angularibusj extra rcctaS 
A B ^et C D positis , una pars indicis dat dis- 
tahtiam“a recta AB, altera pars distantiam k 
recta C D. Et inde totus index simul sumptus 
xqualis est summx aut difFerentix talium 
distantiarum , prout jacet supra vel infra rec- 
tam AB. 

Duc jam rectam quamvis D E transeuntem 

D5' 
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perpuncta duo quaevis angularia x\ Et 

indices terminorum omnium quos attingit 
recta illa D E erunt aequidistantes in progres- 
sione arithmetica : supponamus hosce indices 
sibi invicem aequari , hoc est > eorum diffe- 
rentiam esse nihil , et indices omnes alii majores, 
minores vel aequales erunt horum indicum 
alterutri , prout jacent supra , infrk vel in ipsa 
recta D E. Haec patent ex summis vel diffe- 
rentiis rectarum quibus diximus omnes indices 
aequari respcctivc. Igitur si x sit quantitas 
infinite magna, termini quos attingit recta D E, 
erunt ejusdem ordinis, reliqui vero infinite 
majores vel minores terminis attactis prout 
jacent supra vel infra rectam D E. Et si x sit 
quantitas infinite parva , termini quos attingit 
D E erunt ejusdem ordinis, reliqui vero erunt 
terminis attactis infiniti majores vel minores 
prout jacent infra vel supr'a rectam D E, Atque 
hinc tandem oritur solutio problematis : scilicet 
quum a:quatio aliqua proponitur, pone ac", 

y=x=x*~'yy—3^~*fy=x'‘~^y &c. neglectis 
cocfficientibus- Terminos a:quationis resultan- 
tes eodem modo dispone , quo in schemate , 
cuique locum proprium adseribendopro ratione 
indicis : ad horum terminorum sic disposito- 
rum duos vel plures applicetur regula , ita ut 
omnes reliqui cadant supra vel infra regulam. 
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prout quaeris seriem ex ascendentibus vel des- 
cendentibus ipsius X dignitatibus confectam. 
Et termini quos attingit regula erunt maximi 
ejusdem ordinis. Q. E.'I. 

Si quando forte accidit , quod*indices ipsius x: 
sint fracti, vel etiam' si 'vis surdi, et nimis 
operosum foret cos tollere j subdividendae sunt 
partes lineae C D : et inde erigendo normales, 
in earum cum reliquis concursu disponend® 
sunt potestates quarum indices fracti sunt vel 
surdi. Hujus eadem ac propositionis est de- 
monstratio. - . • . 1 

CoroU. I. Supponamus terminos omnes infra 
tectam D E abesse. Et , (per hanc propositio- 
nem) termini x', x’*”', x^‘~’ et 

X’"”’ quos attingit regula, erunt maximi ejus- 
dem ordinis , n>odo supponatur x infinite parva; 
et inde eorum indices necessario aequantur; 
hoc est, n-\- 3 = y , 2«+ — i = y,. 

472 — 3 = y,et 5/2 — 5 = $• Harum quinque ■ 
aequationum quaelibet dabit n = t. .T^quetur 
jam numerus y indici termini cujusvis ali^s 
supra rectam D E positi; sit exempli gratia 
a /2-4- 3 = 5 , erit /2=1; sit 4/2 = 5, erit 
72 s=j^;sit s 22-1- 5 == 5, erit /2=0, sit 3 /2 -4-4=3, 
erit n — j. Vides igitur quod aequando omnes 
indices numero 5 ( qui hic ponitur index infi- 
mae dignitatis ipsius x) valor ipsius n verus, est 

D 4 
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omnium valofum sic prodeuntium mAJcimus » 
reliqui tamen vero valore semper prodeunt 
minores. , ^ . 

CorolL%.Q\sm itaque sequatio aliqua propo- 
nitur ^ et quatrimr ejus radix in serie eo citius 
convergente qno minor est sit incjcx 

infimsE potestatis ipsius x quae nec' per y y y % 

j,,&c. aut earum dignifates aliquas mul- 
tiplicatur; hoc est, sit.^ index infimae digni- 
tatis ipsius X in recti C D ppsitx ; pone j=: x", 

x"“', j=sx"“% &c. Et, hiscc valotibus 
in xquationc- substitutis , xquentur omnes 
indices terminorumsic resultantium indici et 
valor ipsius /romniprii maximusinde proveniens, 
erit index ipsius x in primo termini seriei 
quaesi tx. Estque hxc altera D. New/oni metho- 
cus pro inveniendo indice termini primi. 

Coroll . }. Supponamus jam terminos omnes 
infrk rectam DE"jaccre, ct reliquos abesse, 
5 qui nunc est index altissimx dignitatis earum 

qux nec per y,y,y, y , &c. aut earum po-' 
testates aliquas multiplicantur , xquatus indici 
cujusvis termini in recta D E positi semper 
dabit /z s= i , ut antea in Corollario primo. 
>£quetiir autem y indici dignitatis alicujus 
ipsius X infra rectam D E jacentis; sit verbi 
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gratia, «4-1 =y , erit «t=i 4; sit xn — 3 = 5, 
erit « =r 4; sit« — 3=5, eterit/r= 8. Cons- 
tat ergo quod z verus ipsius n valor , est om- 
nium sieprovenientium semper minimus. Unde 
duco regulam sequentem. 

Corotl. 4. Si quxritur series eo citius con- 
vergens quo major est x, sit^=x", , 

• • • 

y = x’~^ , &c. hosce valores in icquationc sub- 
stitue , et terminorum omnium resultantium 
indices xquentur ipsi a (indici altissima: di- 
gnitatis ipsius X, qu* nec per 7 j, ^,7^, &c. 
aut earum dignitates aliquas multiplicatur) 
atque valor ipsius n omnium minimus hoc 
modo inventus, est index ipsius x iri primo* 
serici termino. 

t 

Methodus hiEC pro inveniendo indice primi 
termini seriei ex descendentibus ipsius x (di- 
gnitatibus confcctx , similis est methodo D. 
Newtoni in Corollario secundo expositee, pro 
inveniendo indice termini primi in serie ubi^ 
potestates ipsius x perpetuo sunt ascenden-* 
tes; carum vero neutra haud adeo^ generalis 
est , uti ex Parallelogrammo facile cuivis vi- 
dere est. 

' Coroll. 5. Terminos quos attingit recta D E 
appello primi ordinis terminos. Moveatur recta 
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illa D E motu parallelo , et simul tanget ter- 
minos hi sunt ter- 

mini secundi orif/;z/5,-x’,x"'*",x*““‘,x’"-’,x^"”‘ 
sunt tertii ordinis termini; x‘, x% x*“~’, x*'“* 
sunt quarti ordinis et sic in infinitum. Termi- 
nos enim ejusdem ordinis recta D E motu 
parallelo lata simul tanget. Et sicut radix ex- 
tracta ex terminis primi ordinis, dat terminum 
seriei primum, sic radix extracta ex terminis 
primi et secundi ordinis, dat terminos duos 
primos ; radix extracta ex terminis primi > 
secundi et tertii ordinis dat terminos tres pri- 
mos, et sic in infinitum. Unde si in sequa- 
tione desint termini ordinum aliquorum inter- 
mediorum , termini seriei respcctivi habebuntur 
extrahendo radicem ex terminis aequationis 
ordinum superiorum. Desint , verbi gratia , 
termini tertii, quarti, quinti et sexti ordinis, 
ct radix extracta ex terminis primi et secundi 
ordinis , dabit primos sex seriei terminos. 
Hiec observatio operationi aliquando com- 
pendium subministret : exemplis vero in se- 
quentibus illustrabitur. 

Coroll. 6. Fx hac propositione invenire licet 
numerum radicum, quas xquatio fluxiones in- 
volvens habere potest , et quibus plures habere 
nequit. Nam termini maximi ejusdem ordinis 
«lantvalorem ipsius j', ciira x est infinite ma- 
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magna vel infinite parva. Et (per Coroll. y. 
Prop. I. ) numerus valoium ipsius y in omni 
Abscissae x magnitudine idem semper est. Ergo 
aequationis, quae dat^-, cum x est infinite 
parva vel infinite magna , numerus radicum , 
aequalis est numero radicum quas aequatio 
proposita habere potest, et quibus plures ha- 
bere nequit. 

Adeoque etiam innotescit numerus radicum 
aequationis hujusmodi y‘-{-ax^ — ai ubi in- 
deternainatarum indeterminati sunt coefii- 
cientes 5 nam ejusmodi aequatio transmutari 
potest in fluxionalcm. 

Aliquando accidit, quod ad inveniendum 
primum terminum seriei , prodeunt duae xqua- 
tiones diversarum dimensionum : in illis casibus 
dimensio maxima semper dat numerum ra- 
dicum aequationis propositae. 

Exemplum primum. 

it quationis y^ — c^y -\-axy — x^^ss^io ex- 
trahendae sint radices. Ut inveniatur index 
termini primi seriei quaesitx , pone y jc" , 
critque j-’ s= jc’" , jc = x""*"’. Terminis hisce 
dicto modo dispositis in punctis angularibus 
Parallclogrammi , video exteriorum tres casus 
accidere : scilicet, sunt x’, x"; x", x’", vel 
X* , X* * termini reliquis exteriores. ./Equentur 
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indices, ct erit i."’“ /z?=3, i.* /z = o'ct 
3.® /z = I ; igitur si quaeritur series ex dignita- 
tibus ascendentibus confecta, potest esse 5 velo 
index ipsius x in primo termino seriei. Mo- 
veatur recta x” x’ motu parallelo, et ea primo 
perveniet ad terminum unicum secundi 
ordinis , secundo perveniet ad angulum a , 
tertio ad b , c simul, quarto ad d ,' quinto ad c 
ct ultimo ad terminum ordinis infimi 
Cum igitur desint^, b 
termini ordinis ter- 
tii, quarti, quinti 
ct sexti, invenien- 
tur primi sex serici 
termini ( per Co- 
roll. prop. 2 ) ex- 
trahendo radicem 
cx terminis 
— - a xy — x’ 

primi ct secundi 

ordinis positis nihilo xqualibiis. Hoc vero per 
divisionem fit, nam si sit arquatio 



I — ay y axy — x’=o crit^y^ = 

adeoque dividendo est 



— a' a X 

\ 



Hi sunt primi sex termini 'pet divisionen] 


I 
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inventi : terminus septimus invenietur esse 

ZZU^. Hic divisionem inchoavi 'a termino a‘ 
a* 

quoniam ponitur x admodum parva. 

In casu secundo erat pro y itaque 

in aequatione substitue A x°, vel quod idem 
est, ubi A est quantitas determinanda sta- 
tim invenienda. Et orietur 

A' — a' A-hax A — x’ = o. 

Evanescat jam x et erit — a' A = o ^ undi 
est = o , vel A = ± a: igitur terminus pri- 
mus potest esse -H a vel — a : valor o spectat 
ad radicem jam inventam. Pone p aequalem 
terminis nondum inventis et ciit y=a-i-p 
quem ipsius y valorem in aequatione substi- 
tuendo orietur aequatio 
/j’ -h 3 -|-(z a* x — x’=io 

indeterminatas X,/?, involvens. Ad invenien- 
dum terminum primum valoris radicis p , opo 
-rectanguli habebimus aquationes 

p^-[- ^ ap^-h 2, a*p = o ^ 1 a' p-h a* x = o , 
jcquationis illius radices o , — a , — z a , ad 
seriem quxsitam non pertinent (ut postea ex- 
-- plicabitur ). Hujus vero radix — ^ x est terminus 
seriei secundus. Pone igitur p^q — ^ x , et 
t orietur o. — \x)q*-\-(zd" — zax-\-\x'')(j 
'+■ i iz — I x’ = o , 


; 


\ 
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ubi jcquatio za^yH-i ax* = o ^ 

dat q = — — proxime , vel o = r — 

o n " 8 <z 

Hunc valorcm pro q substituo , neglectis ter- 
minis 9’, — ut et iis in quibus r erit 

plusquam unius dimensionis , quos nulli usui 
futuros satis indicabit ipsa operatio , modo 
unum vel duos forte seriei terminos plurcs 
quaerere tantum est animus; et exurget 
7 } ' 

za^r — iaxn=s ^ x* — 2 — proxime, atque 
0 64 ci 


dividendo eritr^= XfL -f- liJfl &c. 

16 a* iz 8 a’ 

Ergo 

I I JC* 

y=fl + o=a — - x-hq=ci — -X — 

z z 8a 


= 7 £L + iifl&c. Et si 

Z 8 a 16 a* iz8 a’ 

pro primo termino usurpassem — tz, prodisset 

.1 , x^ , 9 x^ , 6 q X* 

y= — a-+-_ xH-— H- — &c. 

z 8 16 iz5J a’ 

V 

Hic notandum est quod primi tres termini 
prodeunt rejiciendo x\ et ex terminis reliquis 
— a^y-{-axy=Ot id est, ex^ — a'-hax^* 
«trahendo radicem. 


.1 , X 

y=—a-t-x-h — 
z 8 a 
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Radix unica in serie eo citius convergente 
quo major est x. 


In tertio casu erat n unitas, pone ergo 
y = A x,ct orietur 

A^x' —a'Ax-^aA x* — x^ = o, 
termini maximi A^ x^ — x^ ejusdem ordinis 
positi aequales nihilo dant A==iy ergo est x, 
primus terminus seriei. Pone ct 

resultabit 

xp'-h(ix'-hax--a')p-\-ax'—a*x=o, 
ubi termini 5 jc’/?, jc* positi aequales nihilo 
dant/7 = }a fere, vel p = q — La : Hunc 
ipsius p valorem substituendo, resultabit ae- 
quatio 

9’ +(5 x—a) x' — ax—\ a')q— a'x-^a} —o, 

ubi termini 3 y jc* , — a' x dant ~ oro tcr- 

3 X " 

mino tertio. Pone q = r-\-~^ ct il'um va- 

3 X 

lorcm substituendo, neglectis terminis nulli 
usui futuris , habebis 


C3 X* a x') r — — n’ — fere undi 

^7 9 X 

&c. adeoque est 


r = 




8xx:* 143 jc’ 


8 a* 


J' = Jc — - a -h -h _£l_ - 

3 3 ^ 8 1 jc*^ 145 x '^ 


&:c. 


( 
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Exemplum secundum. 

In hoc exemplo indices reperiuntur ope 
Cor. 4. prop. t. 

• • • • 

Ex 2cquationex’j-ha xxr-h a' xx—^ z a? x=4 

extrahenda sit radix ^ in serie ubi indices ipsius 
X perpetuo magis descendunt. Fluat x unifor- 
miter , et sit X = I , atque aequatio evadet 
x^ y a X y - 4 - x — z a'^ = o.Voncy*=*Ax‘ 

erit y — nAx"~', atque proveniet aequatio 
n A x°+* 4- a A x"+‘ 4 - x — z a? = 0. Ter- 
minus jam altissimac dignitatis in quo nec y 
nec y reperitur est <2* x, ubi index ipsius x est 
unitas : aequentur igitur indices terminorum 
reliquorum unitati, eritque i.° n 4-2. = i , 
unde n — — i ; i.°erit n4- i — i,undc n=o, 
quorum valorum minimus — i, est index ipsius 
X in primo termino seriei , et termini n A x"+*, 
X vel — A X , 4 - d‘ X positi aequales nihilo 

dant A «= unde est — primus terminus 

X 

seriei. 


Operatio 
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Operatio secunda. 

Pro terminis rdiquis pone p , et erit 
• • 

y—p-ha*x^', y—p-r-a'x~'y und^: orietur 
• • 

X* p-^axp^a'^^e : ubi />, p, vices sub- 
eunt ipsarum y, y in aequatione primi Sit 
p = Ax‘,p=nA x'“‘; et prodibit 

n A x”*-* -h aui-x"'*'' — a* — Oy 

terminus unicus in ouo nec p neque p repe- 
titur est a’ , ubi index ipsius ac est o j sit igi- 
tur /z z o , et erit — zjsit n-h i = o, 
et erit n = —ly quorum numerorum mini- 
mus' — z est index ipsius ac in secundo termino : 
et termini n A ac*"*"* , — a’ positi aequales nihilo, 

dant A = ia^ ac~*-” == — i a’ j ergo terminus 

< n X 

secundus est 

zac* 

Operatio tertifi. 

Pone /j = ^ — t ac-% erit /? ?== y -j- 4» ac~^ 
quos valores substituendo, orietur aequatio 

ac»^4-tfx^ — i<z^ar-'=3=o. Pone q , 

q==nAxf'~\ et exurget 

n A ac"+* -\-aA ~^fi*x-‘ = o. 

Terminus unicus in quo ncc q nc.q_uc q /epe- 

E 


6S Linece icrtii ordinis Nev^ tosianje, 

ritur , est — i a* , ubi index ipsius x est — i i 
jam ponendo « -+- z = — i , erit /z»= — j , ct 
ponendo /z ■+■ i = — i > erit n~ z » quorum 
minimus — 3 index quem quaerimus , et 
termini /z ^ x“+% i x- , ( quorum indices 
inter sc squati dant verum ipsius /z valorem) 

' positi squales nihilo dant j et ind^ 

a* 

terminus tertius est — . 

6 

Opiratio quarta. 

Sic q=rr—^a*x~\q = r-^{a.^ x-", et eva- 
det squatio x^ r-\- axr — \a' x~' = o , ex q^ua 
squationc invenies terminum quartum esse 

£L , est igitur 

z4 

v = £. - - — 5L-&C. 

X ix* Z4X^ 

Hoc est, ^ 

a’ a? a* _ ^ _ 

i.z.x* 1.Z.J.X3 1 . 1 . 3 . 4 .X" i.z.3.4-y.x’ 

Methodus hsc sigillatim inveniendi terminos 
est admodhm generalis, at plerumque nimis 
operosa. Est autem alia methodus hasce ra- 
dices extrahendi, -qus consistit in assumptione 
serici universalis hujusmodi 

j^Ax"-hBx’’+'-hCx"+^'-hDx’‘+^'-i-S£c: 
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Et inde determinando exponentes n, r, et 
coeffidentes A^B^C, D, &c. Hujus methodi, 
longo tempore postquam D. Newtono innotuit, 
in Actis Eruditorum Lipsice D. LeibnitiuSf suo 
etiam nomine edidit exemplum imum aut al- 
terum in casibus facilioribus, ubi tantum docuit 
coefficientiura inventionem ; at in indicum non 
in coefficientium inventione jacebat difficultas. 
Ideoque D. Taylor iti^rop. 9. Methodi in- 
crementorum ^ priusquam coefficientes deter- 
minat , formam seriei invenire aggreditur. Est- 
que ut sequitur. 

Inveniatur (per Brop. t. vel ejus Cor oli. \ 

index termini primi , vocetur is n , in aequa- 
» • • 

tionc pro 7 , 7 , 7 , 7 , &c. scribe x" , x”-', x“-‘, 
X*-’, &c, respectiv^, adeo ut termini resul- 
tantes componantur omnes ex x et datis quan- 
titatibus : sit r maximus communis divisot 
indicum terminorum si^ resultantium , et for- 
ma seriei erit hxc 

7 = ^ X* -f - 5 X* + '-4- Cx' + * ' -h Dx* + ’ ' &c. 
Erit vero r negativa aut affirmativa, prout 
quaeris seriem ex dignitatibus ipsius x descen- 
dentibus aut ascendentibus confectam. 


f 
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' ■ Exemplum tertium . ' 

, iEquationis a xy — x’ = o , quaecatuc 
xftdix cum X est admodum magna. lavcnio 
'(pcc.Prq/». 2i) unitatem esse indicem ipsius jc 
in primo termino seriei ; pone igitur = 
ct aequatio evadet x’ -+- a x* -7- ac’ = o. Horum, 
indicum t , | , 3 maximus communis divifiot 
est unitas, ergo serici forma erit 
y^Ax-\-B Cxr'-{-D Exr^-k-icc^ 

sequitur operatio. 


i A 

6 A 


'D > 

B CVx- 

5 . 


' — X* C 

•4-oxjy=j 



&c. 


B X 


•a Cx*, 


aAx'- 
a Dx~' -h &c. 

Comparando coefficientes terminorum ho- 
erit A^ = 1 , unde A = i. 


raologorum 


^A^B-^aA = o, und^ 
^ A* C-i-^AB^^-^-aB — o , 


5 = -t 

unde 


a. 

C=o. 


^ A^ D ->r B^ 


unde D = -^ a\ 


3 A^E-\-6 A B D-^-a D = o, unde £=^ a*Scc» 

a> . a!' 


Ergo y=ix — 7 


S I X* 


^43 X* 


&c< 
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. .. . 


Exemptum' quartum. 

Er aequatione 

x'y' — I x^xy -h 2 .x X* — a xy*-ha"‘ x*as:o^ 
extrahenda sit radix y in serie eo citius con- 
vergente quo major est x. Invenio. - fota^m 
seriei fore, 

y*=Ax-{-^-hCx-'-ht>x-^-hJ^x^^-^ 8 ec. 

! -i ' 

Fluat X uniformiter, existente jc= i;, ut iil 
casibus hujusmodi vulgo fit 3 et evadet aequa- 

tio y* — j *t- i 'X*— a xy’^ -4- f \= a Se» 
quitur operatio. 




y = 


I 

i * 

— axy'":= 


' i " 

< ' ’ • 

V 


i: A E^ r i V ' - ‘ 

-t- ^ 5 dCxt*^&€. ' ' ^ r'; ; 

c c5 V. V. u ^ 

— 3 X* * -1- 3 Cx* *~\~ 6 Dxr* 

9 E x~^ -h Sec. ■ ,■* ' ‘ 

IX* . - " • 1 ■ 

* —'UA^X-r — iaWCx*^ 

— aaADx-^ — &c. J 

. I' \ 

Ex comparatione coefficientiuni invenio / ' 

A=si,B—jajC= — ^a^jD——-^a\E— — '^a*,Scc. 
A=Z}B==a,C^~-^ja%D=eK — 

• ■ ‘ E ? ■ f 


Digi;i.’i.cl by Google 


70 L.ine<R tertii ordinis NEtrTouiAttjE. 


Radices ejusdem aequationis ciim x est valdi 
parva. 

■ Invenietur forma seriei hjcc , 

~ i * 

j = 4 Jc' -+- 5 X' + Cx* -H D x’ x“h- & c. 
Sequitur operatio. 

-\-a a^ a a' ' 

^vv*- -aA*-^aAB •{ 

— ia A E) 

— ^a B D >x' — &c. 




-laCe, 


-\-B B P 


A' X -\-z A Bx~ 


— 3 5 x’ — &c. 


* a X* 


A s= -H 2. \/^ fl , B = o f C = 

Dr=_i..f= + iV!2,& 

4^t ' 3 <z a 

A-=i — i^a, B =zo , C = 

* » ' ' ^ V. 

D = - J-.£ = -lV^.& 
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Ergo 


■t-y/ i 


ax-+- 


\x\/> 


ax 


^ — i\/ax — ^ 


xyax 


3 X* XX* \ / ax 
4^ 

3x* _ IX* 

4a 


} aa 
\/ ax 


&TC. 


&c. 


l a 4a hCLCL 

Sed ut verum quod est confiteamur, hxc 
methodus D. Taylor inveniendi formam se- 
riei non est generalis. Imo impossibile est 
universaliter determinare formam serici ex data 
forma aequationis *, pendet enim forma seriei 
tam ex coefficientibus quam ex exponentibus 
indeterminatarum in aequatione. Sint enim 
duae aequationes 

. ■ < V 

y — 3 ay* -i- 3 a*y — rv x*y — o 
j’— ay'-\- a'y — = o 
caedem omnino quoad formam , in priore est 


a — a’ X' -h 


X» 


&c. in posteriore est 


t 

yt^a-^ — — 


3 a’ 

x^ 


&c. Et juxta regulam 

2 a %a* 

D. Taylor , utraque series habere debet ean- 
dem formam, quam habet posterior. Fallit 
dicta regula quotiescunque coincidunt duo 
vel plurcs valores termini primi seriei : hoc 
est , quando ordinata prima tangit curvam vel 
transit per punctum ejus duplex : vel quando 

E4 


Digitized by Google 


lAnea ttnii ordinis NnWtomAVJJE. 

ordinata ad distantiam infinitam transit pct 
plufi curva: puncta infihite propinqua ad sc 
invicem. Inveni autem sequentem regulam 
pro invenienda foritii sefid quantum hactenus 
constitit nunquam fallere , sed illam esse ubique 
veram affirmare hdn audeo, ptopfefeh quod 
in eam casu taniUm incidi , (observando sci- 
licet plurimas seties diversas ct ejus demons- 
trationem postei frustrk qusesivi. 

Methodus determinandi formam seriei. 

Inveniatur index prinai termini , vocetur is /r, 

‘ in jcquationc pro^,y,_y, &c. scribe x", x*~*, 
x""* &C. rcspcctive , adeo ut termini resultantes 
' componantur ex x et datis quantitatibus : sit m 
maximus communis divisor indicum termino- 
rum sic resultantium , p numerus valorum 

primi termini qui inter sc xquantur , ct /•=: — , 

P 

atque forma serki hxc erit 

j==.^x*-|-5x“'*''-+-Cx*+’'’-4- &c. 
eoUicidit hjcc regula cum regula D* Tayior 
, quohdo p est iinitaS, hoc csi, quando primus 
terminus non habet plurcs valoics aequales (*). 

Regula liflcc in ^uatn casu taatim incidit Stirung , 
)>aud geneuUs esc. Fallit y. g. si applicetur ad hoc exemplum ; 
4 - } + 3 «* + a) x' — «5 xy—a^ *+«'' = 0 $ 
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Exemplum quintum. 

Ex arquationc 7’ — — <z’==o, 

extrahenda sit radix y in serie co citiiis con- 
vergente quo major est x. Invenies ope rec- 
tanguli primum terminum esse x , quem scribe 
pro^ et xquatio evadet x’ — 2 x’ -t- x’ — a’£= o. 
Indices terminorum sunt 3 , 3 , 3,0, quorum 
maximus communis divisor est 3 , et xquatio 
yz — X y* -+- X* = o qux dat primum termi- 
nnm habet duas radices inter se xqualcsj igitur 

cstz;z=:3,o=2,ct — = 1= r, unde 
' P ^ 


liam pro exponente primi termini seriei descendentis qua 
exprimitur y , invenietur o. Igitur substituendo A x* loco y, 
atque ponendo ns=o , exponentes omnium terminorum 
sunt numeri sequentes t, i,i, o, quorum 

maximus communis divisor est i : at cocfHciens primi termini 
datur xquatione A^ + s a A^ +} a* A + a'> ==^ o et tres 
valores zquales habet. Secundiim autem regulam prardictam 

prodiret r a=t= — = — ; proposita tamen xquatio prxbet lias 
F 5 

tres series descendentes : 

1-1 . i _i 

ys=a + a^x * — 

l -i i _i 

y =*« — «** * — -j a’ ^ a* jf * — ~a^x~' — Scc. 
y = <i + a* ' + a’ x~* + 5 x~) + IO tff x~* + Scc. 

i lege antei reperta prorsus aberrantes. Editoris Annotatio. 
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7 ’: 

— 




forma seriei hzc est 

I 

7 = ^ X + 5 x""* -4- C JC-* 


_ 2 , 

-hDx" ‘ -4-&C. 


Estque operatio ut sequitur ^ 

X’ -h 3 x^ XI A ^ xX^AB^\^ * 


+ B^ y 


t A* F 


Scc. 


-z A^x^-aA B.X^ __2 J 5 C i"'* 


-aAE) 

— OfBD >x~’ — &c. 

— zc c y 

„ i 

X* >t- 5 x’ 

4- E x-‘ H- &c. 


Cx“ 


a’ X* 


Dx' 


Primo igitur habemus xquationem , 

— 1 ^‘4-^ =3 0 , unde cstA=-\-i,A =4-i, 
ct-i4=o. Secundo est ^A^B — ^AB-^B—Ot 
vcl 3 5 — 4 B 4 - i? = o , sed inde nihil 
colligitur. Tertio est 

3 A^C-hyAB^—^AC—zB*-\-C—d>==o, 

vel }A B "- — 2 jB’ — — Ojuncie est jB=±a% 

quarto est 

6 A B C -^r — /if A D — /ifB C-+-D=o, 


Cjy Gt)oglc 
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id est , 6 AB C-v-B^ — 4 5 C = o , ergo 

a} 1 

est e = — T » et quinto invenietur D=^\a^ 

- . I 

quando pro B scribitur -4- a* , sed erit = — ^ a’, 

quando pto B scribitur — a*. Adeoque est 
radix 


5C -h — 

^ ax 

a? 


&c. 

2 JC‘ 

8 jc* \/ a X 


a’ 

j a* 

&c._ 

V O-X 

2 

8 X* \/ax 


Hic in determinatione coefficientium ob- 
servandum est quod ex secunda a:quationc 
3 A* B — ^AB-\- B^o terminus secundus B 
non reperiebatur. Idem semper notandum est 
quotiescumque terminus primus habet plurcs 
valores inter se xquaks. Nam si termini primi 
omnes valores sunt intet se diversi , terminus 
secundus et reliqui omnes in infinitum habe- 
bunt nisi unicum valorem et per divisionem 
semper prodibunt. At si terminus primus habet 
piures valores inter se ajqualcs , tot diversos 
valeres necessario habebit terminus secundus; 
qui itaque per divisionem inveniri nequit , sed 
radix erit sequationis tot dimensionum quot 
ipse habet valores. XJnde in comparatione 
coefficientium secundus terminus B ex a:qua- 
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tione secundi non semper invenitur : sed po- 
nendo coefficientes terminorum homologorum 
aequales nihilo , membra omnia se mutuo sem- 
per destruent usque dum pervenietur ad ter- 
> minum in cujus coefficiente reperitur terminus 
secundus tot dimensionum quot ipse habet 
valores. Sed haec omnia experientia multo 
melius quam verbis patebunt. 

Considerando curvarum tangentes , cur- 
vaturam , variationem curvatura: , variationena 
variationis , &c. quae determinari solent fluxio- 
num ope , determinari etiam posse ope ter- 
minorum serici , ut innuit D. Newtonus ad 
Prop. IO. Lib. Principiorum ; statim cognovi 
incrementa prima, secunda, tertia, &c. re- 
lationem quandam habere ad seriei terminos 
rcspectivos, adeoque terminos illos determi- 
nari ex fluxionibus. Ideo quaerebam relationem 
illam et tandem inveni ut sequitur. 

PROP. 111. T H E O R. 

Sit 

• • • «*• 

, C= — 1- — ,Z?sa y. ^ 

• • # ^ 

i.rx i.2,r*jc* i. 2 . 5 .r’x* 




E =* ^ , &c. 

i.2.^.jif.r* 
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adeoque est 

+ . + “'i ..+ &C 

• • * 
i.rx i.i.rx' 

Demonstratio. 

Fluat a:' uniformiter , et sit ejus fluxio 

• 

I 

Ax'“'x = 1 , vel xsrr- x‘”'. Et erit 

r 

yT=irB yf-' x-\-irCx'’-'x-\-^rDx^'~ x 
/^r E x^"~' X -f- &c. ubi si pro x ponas 
ejus valorem i x'~' erit ' 

y=B-irxC»f -{-^D x"'-^ x>' — &c. 

Et inde 

y = ir Cx'"’ x-+- 6 rDx*'“'x-f-izr^ x*'*' x H- Scci 

vel ponendo pro x , I x'-’' 

r 

.. ' I 

J == 2 ,c H- ^ jD x' H- II £■ X* ' -h &c. 
unde y = 6 rDx'~' x-l-i 4rE’x*'”' x-t- 5 a:. 
id est, D + 2 4 £'x' 4- &c. adeoque 

= 1 4 r ^ x'*' X 4- &c. = 2 4 jE" 4- &:c. 

Jam sit X infinite magna vel infinite parva , . 
prout r est numerus negativus aut affirmativus. 
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ct erit accurate 

* * 

y = B,y=iCiy = 6 Dty =1 4 J?, &c. 
ergo vicissim est 

B=y, C = \y ,D E = i^ y y &c. 

Hisce valoribus ipsorum 5 , C, D, E ^ &c. 
substitutis, orietur 

j^A-\-3dy-\~kx^’y-\-2X''y-\-~x^' y-\-Sic. 

Sed erat x = - x'~", ideoque est x' = — quem 
^ rx 

ipsius x' valorem substitue ut termini evadant 
homogenei, ct prodibit 


y=A-\- 


xy 


X y 


x^y 


x^y 


-&c 


i.rx i,2.r'x* 1.2.3. i.i.3.4.r^x‘‘ 

Q. E. D. 

Coroll. Sit 

^=^x*-+-5x”+'^-f- C’x”+”’H-Z)x" + ''+&:c. 
id est 

J^X" (^-f-5x'-f-Cx‘'‘-t-Z)x'''-{- &TC. ) 
ponej = vx", et erit 
y — A-\-Bx'-\- C x’ ' D x’ ' -t- &:c. 

Unde per hanc propositionem est 


>^rh 


X V 


x’v 


-f- 


x’ V 


&c. 


i.rx 1.2. r’ x* 1.2.3. r’x^ 
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■ I ■ IIII.I I I— I ■!■ , 

Ergo est 

» I. rx i.2./-‘x* i.2.3.r^x’ ^ 

Ut habeantur fluxiones ipsius v, pro y in 
aequatione substitue vx", et orietur aiquatio 
nova relationem inter x et v definiens > ex 
qua invenies fluxiones illas. 

Exemplum primum. 


Ex aequatione y‘' — a}y = a x^ — <i’ x extra- 
henda sit radix 7. Invenio formam seriei fore 
A — 1 “ B X -+- e X* — H T) x^ + &C. adeoque est 
r= I. ' 

Et ideo fluit x unifoimitcr, unde per me- 
thodum fluxionum directam est 


= 3 iZ X* — , 

— a}y — — 127*7* » 

^y^ y — a^y =6 a — 2477’ — 367*77, &c. 

unde 7 =r , ubi pro x scribe o , 

4 — a’ 

et pro 7 , a ejus valorem cum x est o , et 
erit 7 = 


4 a’ — a’ 


I 

3 


6 a X— 1x7*7* — 12 X X V 


47« — a’ 


3 


5»a 


J 
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6a — 24 yy — 


4^3 


^7 


27 


14 


3 a’ 27 a* 

In kric generali hoscc valores substitue i 
unitatem pro r et a pro A , atque proveniet 


y = a--,x — 


7^’ 


^ a 81 
Exemplum secundum. 

Aquationis 7’ + 4- x* ^ — 2 a’ = o, 

quaeratur radix Invenio formam seriei esse 
A-\-B x'-\-C x^4-&:c. igitur est r=2, etx* 

fluit uniformiter, id est . 2 x x = i , x = — . 

2 X 

Capiendo fluxiones erit 
l y' y a: y se y = — % X X y ^ — y j 

•• •• t * 

}y* te y + >e y = — ^y — ^yy'> 

^y' y ti* y -h x"‘ y = — 37 — i^yyy— 6 y^. 


Unde y 


~y 


— , neglecto termino x*y , 

T* 


$y* ■+■ a* 

quoniam supponitur x evanescere j ^wy pone a 
ejus valorem cum jc est o , ct erit 

I 


.y 


/ 
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— zv — ^yy* -h ~ — 6 ax — — 

.. 40 16 a* l_ 

4 0* 32. a’ 

y _ — 3 i'^yyy — (>y^ ^ 

^ i y' -ha' 

nl — 18 o X — — X — ^ 4 - 
,320’ 40 320’ 640’ — 9 

** 40* 2jio’ 

In serie generali pro A substittic o , et a pro r, 

atque proveniet 

^ x' , X* 3 x‘ 

y T=t a — — ‘ - 4 - — — &c. 

40 64 o’ 5120' 

Exemplum tertium. 

Elevandum sit binomium o-+-xad potestatem 
indeterminatam cujus index est n. Pone 
^ s= (o 4- x)” ; unde cum est x = o evadit j= o", 
et ind^ in serie generali est A = o“. Forma 
seriei hacc est A-^B x-\-Cx' -hD x^-hS>ic. 

ergo r = X = i . Capiendo fluxiones erit 

• • 

o 4 - X y = 

■ o y 4 - X y = (o— i) y, 

o y 4- X y = (n— z) y, 

• • • • 

• • • « • • 

o y 4- X y = (0—3) y, &c. 

F 




Digitized by Googie 



Linea tertii ordinis N^n^roviiAviA. 


Evanescat x, ct erit 

y = n a'-" , 

j «=« /z {n — i) <z*~* , 

y — n {n—\) (/z— 2) ar\ 

y n {n — i) (n — 2) {n — 3) &c. 

In serie generali hosce valores substitue <T 
pro A et unitatem pro r atque prodibit 

j' 5=r ( c-f-je)" 5= a" -f - /2 < 2 '”' X 


I 2 3 

Hoc modo patet quanta facilitate demonstra- 
tur Theorema D. Newtoni. 


n n-^\ , 

cC X 

I 2 


Exemplum quartum. 

Ex dato arcu E C {fig. 1.) quazratur ejus 
cosinus B C. Sit EC^x , BC^y » 

C c^x,D C=y\ erit A B =;\/ ( i — y ), 
existente radio A E^ 1. Propter similia triaiv 
gula ABC, CD c, A e : A B :: Ce: CD, 

id est , I ; \/ ( I — y ) : : x : y, undi erit 

y = jc'‘ — x"‘y. Forma serici hzec est 
A -i- B x'‘ -h -4- D H- &c. 

qu3c continetur in hac forma , v 

A — f- B X -f- C x’ D x^ -4“ E X* — |- &TC. j 

igitur potest X vel x‘ fluere uniformiter qt-U-ti 


Linea, tertii ordinis Nstf^ToxiiAN^ ,8| 
quxruntur fluxiones ipsius Fluat x unifoi-* 


miter et sit x = i , atque aequatio evadet 

e 

y = I — y , unde vel^ 

• • • • m 

•• ••• <.••• V* 

et ind^^=s — ytyt= — y,y ~ — y^ Scc. 
Quoniam existente arcu E C — o , fit 
y :?= -(4 £■=;: I , pro y substitue unitatem, et erit 


y — Oyy^-—l,y:Fao,yz^l,yT=0, &C. 

In serie generali pro hisce fluxionibus biosce 
valores substitue, unitatem pro -<4 et unita- 
tem pro r , atque proveniet 


y= I — 


x:* 


X* 


&c. 


i.x i.i.5,4 
Et eodem modo invenire licet sinum AB ex 
dato ejus arcu E C. 

Ex hoc exemplo constat operationem ad- 
modum allcviari su^;^nendo x et non x* 
fluere uniformiter. Idem ali1>i notandum est , 
nam r (quxeumque sit forma serici) ad libitum 
'fere sumi potest. Ut si forma seriei quaesitx esset 

1 Z il 15 

>4x’'4-5x‘-+-Z?x*-f-£'x*-4- &c. 

ubi differentia cxponciuium est 1 , non opus 
.est ut sit r = 2 , sed potest esse quedibet nume- 
rorum sequentium 2 , i , i , ^ , 77 
; Methodus hxc reducendi radices aequatio- 
num in series convergentes, haud absiiiiilis 
^ , F 3^ ' 



I 
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est methodo assumendi seriem coefficientibus 
indeterminatis affectam,- at plerumque miniis 
operosa, praisertim si desiderentur seriei ter- 
mini tantum pauci initiales ; hi sufficiunt ad 
inveniendas tangentes , radios curvatur* , 
Asymptotos et similia. 

De j£quationum resolutione in numeris* . 

Hacc- de aequationum reductione litterali 
dicta sufficiant ; de numerali itaque adjiccrc- 
pauca licet. 

Omnis aequationum reductio , uti suprk di- 
ximus, ex hoc pendet, ut primo assumatur 
quantitas radici qu*sitac a:qualis proxime , et 
poftea ut valor ille assumptus corrigatur. Exem- 
pli gratia, sit aequatio cubica j’ — tiy — i6=o, 
cujus radix quaeritur; et tentando, vel per 
constructionem geometricam invenio esse y 
numerum prope verum , itaque pro y substi- 
tuo p -h ^ , et provenit xqiiatio nova 
/j’ -h ly /j’ -f- J4 -1- 4 = o ; jam quoniam 
est y proxini^ aequalis y , erit p quantitas ad- 
modum parva et per consequens ejus potes- 
tates altiores erunt ipso multo minores; ne- 
glectis igitur terminis minoribus p\ 1 5 p' erit fere 
y 4 /7 -4-4 = o , vel /7 = — -i-*; = — . o, 074, ergo 
p -+• S = j = 4, proxime. Si quacriturradix 
magis accurata, pro/» ponendum est y — 0,074, 
.. - ♦ 
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atque operationem perficiendo invenies plurcs 
figuras radici jam inventx adnectendas. 

Haec methodus ea est quam invenit et in 
Analysi sua tradidit D. Newwnus. Sunt et aliae 
methodi idem perficiendi quaHscstca7./?a/>Aio« 
et Cl. Hallei , sed ex ca jam tradita omnes 
pendent et facile fluunt. ^ 

Hoc modo reducuntur squationes omnes 
vulgares , in quibus scilicet existit unica tantiun 
quantitas ignota : verum etiam aequationes 
hujusmodi y — jy^° simili modo 
possunt reduci. Sed in aequationes istius modi, 
quarum usus nondum pene innotuit , tempus 
impendere jam non vacat. ./Aquationes - flu*' 
xionalcs, quoniam *in iis semper reperiuntur 
plures quantitates incognitae ut pote radix ex- 
trahenda cum fluxionibus suis, dicto modo- 
sunt irrcducibilcs. Ut ergo carum raidices in' 
numeris haberi possunt, ad sericsconfugiendumi 
est. Ex scriebus enim , quoticscunque sat ce<* 
leriter convergunt, expedite inveniuntur radices • 
aequationum. Si quando non convergunt 
tantum opus est (monente ipso Newtonosvh, 
finem Analyseos) ut x, scilicet quantitas ex. 
cujus potestatibus conficitur series, aliquoties, 
adhuc minor supponatur j adeoque radix non' 
unica sed pluribus scriebus habenda est. Quo- 
modo vero hoc fit, statim erit manifestum. 

F 5 
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^SitCuh^DC(j'tg;2,.)cuju5Abscissaj^ B^Xt' 
Ordinata B Et quaeratur y vc\ B C in 

nunTcris qmndo Abscissa evadit A B. Redu- 
catur Ordinata in seriem , et si stries ilia sat 
cito convergat, dabitur BC: at si non con- 
vergat j Cousque mmui infclHgatur x ut tan- 
dem celeriter convergat stfics;in illa magni- 
tudine; sit x^ A E series dabit in nu- 
meris .Ordinatam E F. Jam sumo novam 
Abscissam E B^\,ci quaero relationem inter 
7 cc j)r, ex qua invenietur valor ipsius jy in 
sntic cx'.potcstatrbos ipsus \ corifectS. Si series 
ilVa.satJcito convergat, quum est ^ t=± 
haibtraits quiesitura ; at si non convergat , 
coderri fnodo minui jarfl intclligatur \ quo 
priiir.jr; ur convergat series ; sit in illo casa 
ifjse^EG^ tt dabitur ordinata G H. Rursus 
sir Abscissa tertia G B=^ v , et quaeratur re- 
latio inter V et y , qUa inventi reducatur y in 
seticM • ex dignkatibus ipsius v confectam 
qucc.si non adhuc celeriter convergit, ini- 
ituatur V et sit ea a= (j /T , qu* G K sit tam 
parva, ut series ad libitum convergat , et da- 
httut Ordinata K Z. Sumo quartd AbscissamV 
KB Sit tt , et quaero relationem inter u tty,' 
ex qua invenio valorem ordinatae y in serie , 
qua: si cit5 convergat habemus ipsam B C 
quam qusrimas: At si nou convergit, eodem. 
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, I - - I -- - - 

modo contitiuJ: procedtre Iket quo priiis : 
Stque 'cx tali processu AbsCissa ultima K B 
tandem evadet minor' dad quatis quantitate J 
idcoque series ultitha ad libitum converget. 

Hic notandum est quod eit A D primuS 
terminus seriei , quando A E est Abscissa et 
E F ordinata \ E F primus terminus 
quando E G est Abscissa ex. G H ordinata 5 
G H est primus terminus quando G K est 
Abscissa ex K L ordinata ; AT Z est primus 
terminus seriei quando K B esx Abscissa- et 
B e ordinata. Idcoque priusquam haberi po- 
test Ordinata quaevis ' subsequens , necessario 
habendde sunt omnes antecedentes , et ergo 
antequam ordinata 5 - C inveniri possit, inve- 
hiendac sunt omneS aliiE. Adjiciendum jam 
tssct exemplum unum aut alterum, sed me- 
thodum hanc per se satis patentem ducens, 
taedium calculi evitare' institui. ‘ 

Sidjncctcrcm jam quaxlam de precparatioki 
jcquatiohum , nam aliquat xquationes priepa^ 
tationc indigent antequam carnm radices erui 
possunt. In ■ xquationibus LiA6aS rationales 
designantibus nullam novi difficultatem 'ex 
hactenus dictis facik non* tollendam : non 
Item ih tEqtidtionibus ‘fluxiones involvehtibus. 
H* iliqtiand6 prxparantur mutandO^ Ordina* 
tam , alias- Abscissam • alr<piand6 utramque : 

F4 ' 

' ■ ( 
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sed siint xquationes quibus nulla sufticit prx- 
paratio, quantum mihi constare potuit; ego 
de re dubia tractare non suscipio. Certe illi 
quicumque hanc materiam aggredietur prodi- 
bunt calculi quorum onus xgre sustinendum 
est. 

PROP. IV, THEOR. 

Asymptotos recta decussare potest Curvam in 
totidem punctis , demptis duobus, quot Cutya 
est dimensionum et nunquam pluribus. 

Linea quxvis secari potest i recta in tot 
punctis quot ,ipsa est dimensionum et nun- 
quam pluribus, quoniam xquatio tot habere 
potest radices quot ipsa est dimensionum et 
non plurcs. Sit jam v. g. linea tertii ordinis 
Asymptoton habens B A C. {fis- Duc 
rectam quamvis FD LE secantem Curvam 
in, tribus punctis D, L, E. In hac recta sit 
quodlibct F , circa quod tanquam polum 
gyretur recta DA", per situm Fdlc tandem 
in situm F^ perveniens ; ubi est Asymptoto 
parallela : et unum intersectionis punctum 
abiit in infinitum : idcoque in illa positione 
recta occurrit Curva: in duobus tantum 
punctis ^ Moveatur recta motu paral- 
lelo donec tandem cum asymptoto B C coeat. 


Digitized by Googlc 



Lineet tertii ordinis NE>f'TONJAN^. Sj» 

ct in illo casu punctum ^ etiam abibit in in- 
finitum : restat igitur unicum punctum A in 
quo Asymptotos Curvam decussare potest. 
Et similiter in ullo alio casu ostendetur duo 
intersectionis puncta abire in infinitum , hoc 
est, evanescere et nullibi reperiri. Proindi 
restabit numerus punctorum , in quibus Asym- 
ptotos decussare potest Curvara, aiqualis nu- 
mero dimensionum Curvae dempto binario. 
Q. E. D. 

CeroLl. I. Linea secundi ordinis , id est , 
sectio coni ejus Asymptoton non omnino 
decussat ; Linea tertii ordinis ejus Asympto- 
ton decussare potest in unico tantum puncto , 
Linea quarti ordinis in duobus et nunquam 
pluribus. Et sic in aliis. 

CorolL Linea secundi vel tertii ordinis 
Asymptoton non tanget ; Linea quarti vel 
quinti ordinis ejus Asymptoton tangere potest 
in unico puncto. Et sic porro. Liquet hoc 
Corollarium exinde quod punctum contactus 
conflatur ex pluribus intersectionum punctis 
in unum coeuntibus. 

CorolL 3. Si linea quarti ordinis tangat ejus 
Asymptoton , radius Curvaturae in puncto 
contactus semper erit finitus : nam punctum 
illud contactus conflabitur ex duobus tantum 
intersectionum punctis. 
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CorolL. 4. Si dito crara Asymproron aliquafa 
adjacentia jaceant ad easdem ejus partes , 
vel ad contrarias et simul ad eandem plagairt 
protensa , tria ad minimum intetscetionis 
puncta abeunt in infinitum. 

CoroU. 5. Hinc colligimus maximum nu- 
merum Asymptoton parallelarum quas Linea 
quxvis habere potest , «cqualem esse numero 
ejus dimensionum dempta unitate. 

CorolL 6 . Et si curva habeat tot Asympto- 
tos parallelas , dempta unitate quot ipsa est 
dimensionum , ea earum nuflam secare potest. 

PRO P. F. T HE OR. 

51 ordinata Curvae, partillela sit T angenti , ad 
punctum infinite distans , Ordinata ilia ih 
aequatione Curvam definiente non ascendet 
ad tot dimensiones quot est Curva. 

Sit ALHK criisCurvx infinitum 4.) 
Abscissa AC—x, Ordinata C L — y, DHK 
tangens ad H punctum infinite distans, cui 
parallela sit ordinata B L — v , eique sit cor^ 
respondens Abscissa A B — Dico in aequa- 
tione ad Curvam quod v non ascendet ad 
tot dimensiones quot est Curva. 

Per H duc ordinatam H E , cui parallela 
K G Fy existente qukm minima ; sit petro 
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G H Abscissae parallela. Concipiatur punctum 
Z abire in infinitum, adeo ut coeant puncta 
Z, Hi By D\ Ci Ei 6c \n illo casu erit 

A E = X , E H=y , G H~ X , G K =y , 

A D = i, D H^v. Reducatur y in seriem 
hujusmodi 
A x-\- B 

eo citius convergentem qvio major cstae. Index 
ipsius X in primo terrnino seriei necessario 
erit unitas, quoniam ultima tangens D 
tam ad Abscissam A B supponitur habere in- 
clinationem. Erit 

y = Ax-^{i — n)Bxr'‘x-\-{i —tn) C^*“‘"ac-f-&:c. 
Unde est 

X : j :: I : A-\-{i — n) B x~"-\-(i — in) Cx“*" + &c. 
vel ob 'similia triangula DE Hy HGK , 

/z)5x~"H-(i— z/z) Cx-*"-h&:c.:: DE.y, 
n B ■ 

ideoque invenietur DZ = x-h x‘-“-f-&c. 

A 

ponendo pro y ejus valorem in serie. Et 

AD = AE - DE = -!LK x'-" - 4 - -eccr 

A . 

Sit jam X infiniti magna, et erit accurate,, 
y^EH=Axy AD = ~^ X---; 
quumque per naturam serici sit n numerus 
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affirmativus , erit A D infinite minor E H , 
ct etiam infinite minor D H quae zdi E H. 
datam habet rationem : hoc est ^ infiniti 
minor v , igitur in aequatione v non erit tot 
dimensionum quot est ^,'adeoque nec tot 
quot est Curva. Q. E. D.‘ 

CorolL I. Igitur aequatio x = a designat 
rectam , ubi ordinata y nullius est dimensionis, 
(^x a') y = b x‘ c X d omnes secundi 
ordinis quae pergunt in infinitum , 
(x-|-aV*= {b x''-\-cx-\-d)y-\-ex^-^fx'-^gh-{-h 
omnes tertii ordinis , et sic in reliquis. 

CorolL 1. Si existente Abscissa Curvae infi- 
nite magna. Ordinata sit adhuc infinite major , 
ea parallela erit Tangenti cruris parabolici ad 
distantiam infinitam. 

CorolL 3. Sin ordinata sit infinite magna ^ 
quum Abscissa non est infiniti magna , ea 
parallela erit Asymproto cruris hyperbolici. 

CorolL 4. Constat methodus determinandi 
positionem Tangentium curvarum ad distau- 
tiam infinitam , id est , positionem ordinatarum 
quae in aequatione non ascendent ad tot di- 
mensiones quot est curva, scilicet ex ratione 
quam ad invicem habent x^y in ultima ca- 
rum magnitudine : quae ratio semper invenitur 
ope scricrura convergentium. 
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SchoLion. 

Poteram hanc propositionem eodem modo 
demonstrare quo priorem. Nam in xquationc 
tot semper peribunt Ordinata: dimensiones , 
quot intersectionis ejus puncta abeunt in 
infinitum. Et si quando in aliqua curva ordi- 
nata non est tot dimensionum quot est curva, 
semper concipiendum est puncta quaedam 
intersectionis abire in infinitum : imo hoc in 
ipsis Ovalibus obtinet ; nam concipiendum est 
cas habere puncta duplicia imaginaria ad dis» 
tantiam infinitam. Finge enim Curvam habere 
tot Asymptotos quot habet dimensiones, 
quarum nullae duae sunt inter se parallelx : 
atque Ordinatx illis acquidistantes tot erunt 
dimensionum quot est Curva , dempti uni- 
tate. Concipe Asymptotos plures motu an- 
gulari latas , donec tandem evadant parallelx , 
et ordinatx omnibus illis parallelx perdent 
tot dimensiones quot sunt Asymptoti xqui- 
distantes. Quod si forte xquatio Asymptotos 
, duas vel plures determinans evadat impossi- 
bilis, evanescent Asymptoti illx cum carum 
cruribus ; at Ordinatx non erunt plurium 
' dimensionum quam antea erant : atque hinc 
redditur ratio , quomodo in Ovalibus aliisque 
curvis. Ordinatarum nulli tangenti ultira» 
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parallelarum evanescunt dimensiones : sequitur 
vero in illis casibus dimensionum evanescen- 
tium numerum semper esse parem , quoniam 
radicum impossibilium numerus est par. Si 
forte evenit , quod ordinatae unicae Asymptoto 
parallelae perdunt plures dimensiones , et nulla 
interim comparet aequatio ^ per cujus radicum 
impossibilitatem Asymptoti reliquae evanuc- 
-lunt; tum concipe plures Asymptotos in unam 
coire. In illis casibus Asymptotos semper habet 
crura plura solito ad easdem plagas extensa. 
Numerus vero Asymptoton coeuntium quas 
curva quaevis habere potest, xqualis est numero 
Asymptoton parallelarum quas habere potest j 
priusquam enim coeunt, evadunt parallelae. 

PROP. ri. PROBL. 

Invenire Asymptotos Curvarum. 

Ex data aequatione ad curvam reducatur 
ordinata y in seriem hujusmodi 

_y ^ X" -H 5 x""' H- C jc" &c. 
eo citius convergentem quo major est abs- 
cissa X : sume ordinatam novam \ aequalem 
terminis omnibus hujus serici initialibus, qui 
augendo x non minuentur : et ordinatarum \ 
differentia augendo x continue diminuetur, 
atque ordinat» ips* ad xqualitatera magia 
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magisque tendent : unde Linearum abscissam 
communem x et ordinatas^, \ habentium " 
crura tanua propius ad sc invicem continue 
accedunt, quanto magis producuntur, ct taiv 
dem coincidunt : atque adeo \ est ordinata 
Asymptoti, qua: dabitur ex a:quatione cam 
definiente. Q. E. I. 

Coroll. I. Igitur infinita sunt crurum genera } 
quo. simplicior est ordinata ^ , co simplicius 
erit crus ; quod si sit \ ordinata rectx , crus 
erit hypcrbolicum. 

Coroll. 2, Si primus terminus seriei , .qui 
augendo, x minuitur, sit affirmativus, Asym- 
ptotos jacet inter curvajn ct abscissam ; sin 
minus curva jacet inter Asymptoton ct abs- 
cissam. Nam terminus ille serici evadit xqualis 
parti ordinatx inter crus ct ejus Asymptoton 
interceptae , ubi est x infiniti magna. 

Coroll. 3. Ordinatx Ovalium rcducimequcunt 
in series ad veritatem tanto magis accedentes 
quanto major est x. Nam si hoc fieri possit, 
ordinata ovalis esset quantitas realis cum abs- 
cissa est infinite magna. Sed ordutata ovalis 
est imaginaria cum abscissa- est infinite magna. 
Unde liquet methodus dignoscendi OVaiei. 

Coroll. 4. Simili prorsus ratiocinio colligrtdv, 
quod si quando ordinata curvx evadere possit 
infinite magna, non item abscissa j valor. or- 
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dinatx haberi nequit in serie eo citius con- 
vergente quo major est abscissa. 

Coroll. j. Omnis linea imparis cojusque or- 
dinis pergit in infinitum. Etenim linea ordinis 
imparis designatur aequatione imparium dimen- 
sionum , adeoque' ad minimum reperictur una 
series eo citius convergens quo major est x , 
propterek quod aequatio imparium dimensio- 
num ad minimum unam habet radicem pos- 
sibilem. Et series istius modi (per Coroll. 3.) 
ad ovales non extenditur, ergo ad curvas qua: 
progrediuntur in infinitum. 

Coroll. 6 . Hinc etiam sequitur, quod ovalium 
tum abscissx tum ordinatae semper sunt parium 
dimensionum. Nam si esset alterutra imparium 
curva (per CorolL 5.) pergeret in infinitum. 

Coroll. 7. Linea quaevis tot habere potest 
Asymptotos quot ipsa est dimensionum et 
nunquam plures. Nam tot habere potest, quot 
habet radices aequatio quae dat primum termi- 
num serici A x -h B x^'‘' C -h &c. 
id est quot curva est dimensionum , ut constat 
cx scricrum doctrina. 

Coroll. 8. Si terminorum initialium plures 
valores coincidant, Asymptoti plures in unam 
coibunt : ct figura habebit crura plura solito 
ad easdem plagas extensa ; ut accidit Conchoidi 

Veterum « 
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Veterum, quat habet quatuor crura ad unicam 
Asymptoton jacentia. 

. Coroll 9. Si numerus dimensionum curva:: 
sit par , et numerus Asymptoton impar ; vel 
si numerus dimensionum sit impar , et numerus 
Asymptoton par, figura habebit duo crura 
ad unicam Asymptoton jacentia quae in plagas 
easdem in infinitum serpunt. 

Exempla. 

I 

1. Series x — - a — &c. quam ( in 

3 30C 

Exemplo t. Prop. 2.) invenimus pro radice 
aequationis^’ — a* y-^ a xy — x’ = o , indicat 
curvam illam habere Asymptoton aequatione 
^ = X — j a designatam , adeoque ejus crura 

esse hyperbolica. Et quia .^,terminusprimus 

3 x 

seriei qui augendo x minuitur, est affirmati- 
vus, Asymptotos jacet (per Coroll. 2. Prop. 6.) 
inter curvam et abscissam. Et quoniam unica 
tantiim series istiusmodi obtineri potest, figura 
non habet nisi duo crura ad unicam Asymptoton 
rectam jacentia. 

2. Series illa — — &c.quam 

X 2 x‘ 6 x’ 

(in Exemp. 2. Prop, 2.) invenimus pro radice 

G 
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Scquationis X'—^a} x*=o 

indicat abscissam cssc Asymptoton habentem 
duo crura ad diVcrsas ejus partes jacentia et in 
plagas oppositas extensa. 

1 

3. Series x a &c. quae esc 

fadix xquationis ax y — jc’ = o, indicat 
curvam illam habere duo crura ad easdem 
ejusdem Asymptoti rectae partes jacentia et 
in plagas oppositas protensa. 

4. Series illae dua: x -4- J a — — &c. 

z 4 X 

ct 2x -\~a — &c. qux (in Ex. 4. Prop. 2.) 

7 X 

prodiere pro radicibus aequationis 

x’7* — 3 x’xj -+- 2x*x’ — axy*-+-a^x^—o 
indicant illam aequationem designare curvam 
habentem duas Asymptotos rectas, quarum 
quaelibet habet duo crura ad diversas ejus par- 
tes' jacentia et in' plagas oppositas protensa. 

y. Series duae x -h — - — — — — &c. 

y ax IX* 

X — -1-^ — — &c. indicantduasAsym- 

y/ a X 2 X* 

ptotos in unam coisse ; et illam habere duo 
crura ad diversas ejus partes jacentia ct in pla- 
jas- easdem infinite progredientia. Adeoqud 
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ordinata; Asymptoti illi pat'allclae (pcf Coroll. 4. 
Prop. 4.) erunt unius tantiiirt dimemionis. Ha- _ 
bet vero curva aliam Asym|)oton qu« ex ali^ 
serie dabitur. 

Sckolion. 

Methodus inveniendi Asyroptotos in hSc 
Propositione exposita est maxime generalis ; 
sunt et alia; methodi quamplures particulares 
inveniendi Asymptotos rectas, quas tatnen 
omnes compreheiadit ea' jam tradita : consi- 
derari pofest Asymptotos recta ut tangens 
ad punctufn curvas infiniti distans, et hoc 
modo reducitur Asyniptoton doctrina ad doc- 
trinam tangentium , vel considerari possunt 
Asymptoti tanquam extrems crurum partes 
in directum productx. Sed omnes htc metho- 
di prassupponunt , aliquo saltem modo^serie- 
rum doctrinam. 

Vide fig. 4. Invenienda sit Asymptotos 
Curva: A A /f, quam designat aequatio 
— a xy — jc’ = o , ubi x ct y easdem de-' 
signant rectas quas in quinta Propositione 
designabant. Capiatur asquationis fluxio, et 

erit 5 y* y a Xy »= j x* - 4 * , urWle 

3 y' nx: 3 x* -^ay , hoc cstyUG 
zA G K vc\ D E •. E Hv. 3^— 4 X; 3 x‘-t:< 2 y, 
pro y substitue X ejus Valoreitt , quum est x 

Qx 
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infiniti magna , ct erit D E : E H\: ^ x* — axi 
3 jc’ -h it jc , et sumendo rationem ultimam 
DE: E H : : 3 jc* : 3 x’ , id est , in ratione 
squalitatis. Datur igitur Asymptotos D H 
positione. Restat jam ut inveniatur in Abscissi 
punctum D per quod transit Asymptotos. 
Quoniam mox ostensum est esse DH:EH 
vel D E:y :: i y' — ax: 3 x'-^ay erit 

DE= ^ ^ y — 3 x’ — a X* 

^ x" a X y 3x*H-ax 

ob y squalem x. Subducatur jam recta illa 
DE ex abscissa x ct restabit A D 

^ 3x’ — ax' 3x’-f-ax’ — 3x’-+-izx* 

3x’H-ax ’x'-^ax 

= 2- g X* ^ a • 

3 X* -h a X 3 * 

quoniam est x infinite magna. Et inde datur 
Asymptotos D H. Hic notandum est , quod 
in hoc calculo prssupponitur serierum doc- 
trina : propterek quod oportet invenire quan- 
do X est infinite magna ; hoc vero absquC 
serie universaliter obtineri nequit. 

Aliquando non licet invenire Asymptotos 
reducendo Ordinatam in seriem. Ut si esset 
squatio ad lineam quarti ordinis. 

flxJ-f-^x’-t-cx*-4-^/x-f-e, 

^ fx\-+-gx'-\-‘Ax-hk ’ 
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ubi est Abscissa A B^x, Ordinata B C=y. • - 
Reducatur y in seriem 

Ex hk serie invenietur unica tantum Asym- 
ptotos F E \ reliqujB enim Asymptoti, Otdi- 
natx parallelae ex illa non prodeunt : prodibunt 
tamen reducendo valorem Abscissae in seriem 
cx dignitatibus ordinatae descendentibus con- ' 
fcctam-, sed facilius hoc modo. Patet’ enim \ 
Ordinatam evadere infinite magnam , adeoque 
curvae Asymptoton , quotiescumque quantitas 
/x’ -\-gx*-^hx’+-k evadit nihil : et hoc ter' 
accidere potest, propter aequationis cubicae 
fx^-\-gx*-hh xH-A = o,'tres radiccs. Nani 
si aequationis illius radices omnes sint 'realcs^ 
ct inxquales, ex sunto AG* AD, AH, 
(fig. y. ) et tres Ordinatx per puncta G , D 
H transeuntes erunt totidem Asymptoti. Quare ' 
in illo casu curva habet omnino* quatuor 
Asymptotos et octo crura adjacentia ; uti in ' 
schemate videre est.. At, si xquationis -illius , 
dux radices xquales sint, dux Asymptoti coi- 
bunt i atque evanescent crura qux prius inter 
cas contenta erant. Et curva habebit duas 
tantum Asymptotos ■ cum sex cruribus. Si , 
xquationissupradictx radices omnes sintxqua-'** 
les , aut carum dux imaginarix , vel coibunt 

Gj 
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trc^s -Asyaipcoti vd riua: evanescent, at in 
utroque casu figura habebit duas Asymptotos 
sese secantes ; it^ quarum angulis oppositis 
jacent hyperbolae oppositae ad instar hyper- 
bpl 3 :,€ 0 |iicfE, 

In_ y^syjcqptQton rpct;^rum inventione , non ^ 

semper necesse habe^nus ad series recurrere. i 

Nam AS^umi potest aequatio universalis desi- 
gnans omnes cuxvas generis alicujus , et inde • 
scricrurq ope construi potest Canon genera- , 

lis qui sufficiat ad inventionem Asymptoton 
linearum- omnium illius ordinis. Ut si esset, 
aequatio i , 

ui y* r\- B jc y -h C x'^ ; 

ad coni^ectiones;, ubi est. x abscissa, y Ordi- ^ 

miai suppono j' apqualem huic serici j 
fl X -f- 3 H- c x“‘ &c. 

Et detcrnupAildp poe/ficientes , uti jam os- i 
tensum invenietur esse a t^dix aequatio- 
nis B a 4 - C== o , junde dabitur a \ - 

critque . 

A b' 4~ T) h 4~ F 

A o. A 4“ B . __ 2f A A B 

Si aequatio sit .. - -• . , . ' 

./4 _y’ 4 +.j 5 xy* 4r- C J 4- Z? ’ 4- 
ri-Fxy+ G -hHy H- ^ X 
ad Lineas tertii ordinis, erit 0 radix aequationis ; 

Ad* 4“ B <z* 4" C 4“ Z? ~ o » 
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Quibus expressionibus semel inventis , in- 
venire licet Asymptotos rectas harum' cur- « 
vantm absque recursione ad series. Et notandum 
est quod tu semper dat inclinationem 'Asyni- 
ptoti^ad abscissam, 3 dat' 'distantiam inter 
principium’ 'Abscissae et punctum in 'quo 
Asymptotos eandem secat-, e denique 'osten- 
dit ad quas -Asymptotoh' par l:es' jacent earum 
crura. Hic 'omnia ex propoi^itione et ejus 

t • • - 

corollariis admodiim inanifestat sunt. - 

PRO P. VI i. ' p'R O BL.^ ‘ ' 

‘ •. . V f .. . ) t i • J 

Invenire ^numerum etr^plagcwi erurum.-,.-* 
Asymptoton aliqippn-^djacentiunz.\^ < . 


Cas. I. Sit primo curva j^ciijiis Asymptotos 
recta A D '"per initium ~ Absdssse transiens 
(fig. 6:}’j Abscissa A B = x ,et x^sVAD j[ia-‘ 
lalleia- sit Ordinata 5 ^=y.- Reducatur y'-ih 

B . C . 


setiem ~ -h,-_ 

5 C“- 


--H- -f- ^C. 


€0 citius convergditem quo" minor est x. Et 
n index ipsius x semper ' erit ' affirmativus l 
propterek quod quum est x infinite parva , 
Ordinata y coincidit cum Asymptoto , et per 

G4 


'Digitized by Googie 



104 Linea tertii ordinis NEtTrosiAtuE. 
consequens est infiniti magna. Jam sit x in- 
finite parva , et evadet _ accurate , qui 

X 

valor est infiniti magnus et affirmativus; quare 
curva habet crus unum ad easdem Asymptoti 
A D partes jacens cum ordinata B ia 
easdem cum. Ordinata partes extensum. Mutari 
jam concipe signum ipsius ac, et eam etiannum 
manere infinite parvam ; atque si n sit nume- 
rus integer vel fractus cum denominatore 
impare , figura habebit aliud crus ad alias 
Asymptoti partes jacens , et in easdem cum 
priori plagas extensum , si n est numerus par , 
at in oppositas si sit n impar vel fractus cum 
denominatore impare. Si vero sit n fractio 
cum denominatore pare , signum ipsius x mu- 
tari nequit, at Asymptotos habebit duo crura 
ad easdem ejus partes jacentia et in plagas 
oppositas serpentia. 

^ _Cas. z. Si Asymptotos sit curva , numerus 
crurum dignoscitur ex numero valorum Or- 
dinata: coeuntium , cum Abscissa est infinite 
magna. 

Si alii Sint scriefum casus, alii itidem erunt 
crurum casus , at eorum plagx et numerus 
semper innotescent. Q. E. I. 

CoroLl. I. Si n sit numerus integer et par^ 
Asymptotos habet duo crura ad diversas ejus 
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partes jacentia et in plagas easdem progre- 
dientia. 

Coroll. z. Si n sit integer et impar, vel 
fractus cum impare denominatore, Asympto- 
tos habet duo crura ad diversas ejus partes 
jacentia et in plagas oppositas protensa. 

Coroll. 3. Si n sit fractus cum denomina- 
tote pare , Asymptotos habet duo crura ad 
easdem ejus partes jacentia et in plagas op- 
positas serpentia. 

Coroll. 4. Hinc etiam comparantur longi- 
tudines Asymptoton inter se. Unde constabit 
quasdam ad se invicem datam /habere ratio- 
nem , alias vero esse aliis infinite majores vel 
minores. 

Coroll. y. Quamvis omnia crura cum Asym- 
ptotis suis tandem coincidere censenda sunt j 
tamen in distantiis aequalibus utcunque magnis 
aliqua crura ad Asymptotos suas aliis infini- 
ties propinquiora accedunt. 

PROP. VIII. THEOR. 

» 

.^quatio y a-^ b x c x* d x' e x* 
-\-fx^-{-gx^->r&cc. designat figuram haben- 
tem duo tantum crura- infinita ad easdem vel 
oppositas plagas progredientia prout index 
dignitatis x in termino altissime est numerus 
par vel impar. 
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'Sensus propositionis est, quod xquationes 
= yz=a-{-bx-{-cx^-{-dx^, 

y=a-\-bx-k-cx^ ->rd -+- /x', &c. 

ubi indices terminorum altissimorum sunt 
numeri impares designant figuras habentes 
duo tantiim crura infinita ad oppositas plagas 
protensa; et quod aequationes 
y=i a-\-bx-^cx* j y zz^a-\- b x-\- c x* ■\-dx^-{-cx*t 
y=a-^hx-\-cx' ->r d x'’ ->r e X* -r^T f x' g x^ y &c. 

ubi terminorum altissimorum indices sunt, 
numeri pares, designant figuras habentes duo 
tantum crura infinita ad eandem plagam per- 
gentia. ' : . . . 

< ' f' '• 

' Propositio vero sic demonstratur. 

Concipe abscissam x perpetuo augeri , et 
simul augebitur ordinata y\ sit x tandem in- 
finite magna et erit etiam y infinite nlAgna 
adeoque figura hsbc't crusinfinitum.-Cttm verO= 
ordinata j est infiniti magna, pendet :c jus' 
signum , hoc est , plaga cruris infinitij, cx ?igno ^ 
termini altissimi, quoniam in illo casu is est 
reliquis infin’te major. Evadat jam 'X negHiVa, 
id -est, sumatur abscissa ad-a'tcTa^ piirtesS 
ilkiT^artes infinitum augeatur ; atque etianv 
Egebitur y in 'iiifihitum'; tinde.ieWva habet^ 
crus aliud infinitum. -Si inrfex terinim altissimP 
sit par, ejus signum in utroque casu idem est,.’ 
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sin impar in uno casu erit afiirmativus, in 
altero negativus. Cum igitur plaga crurum 
pendet ex signo termini aitissimi , in primo 
casu pergent crura ad pingas easdem, in se- 
cundo ad oppositas. Q. E. D. 

Pendet itaque tota hujus demonstrationis 
vis ex termino altissimo i adeoque nihil relcrt 
quomodo sese habeant termini intermedii. 
Eodem res redit, utrum affirmentur vel ne- 
gentur; utrum sint in lequationc vel non; 
nam demonstratio ab illis minime turbabitur. 

Scholion. 

Propositionem hanc co consilio prsamisi , 
ut per eam facilior pateret aditus ad quasdam 
aequationum affectiones a nemine quantum“ 
scio huc usque satis exposir.as, at necessario 
intelligendas ab eo qui sequentem curvarum 
enumerationem aggreditur. Usus vero propo- 
sitionis exemplis sequentibus stati m apparebit 
in dignoscendis realibus et imaginariis radici- 
bus aequationum , idque vel calculo , vel des-" 
cribendo curvam ; sed et describendo curvas ' 
construuntur aequationes; satis quidem expe- 
dite, modo quis hac methodo procedere as-' 
suetus sic. Nam si aequatio sit cubica, sufficit 
invenire quinque vel sex curvx puncta ; si Bi- 
quadratica, sufficit invenire octo vel decem. 
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Exemplum primum. 

Sit y = X* A x-\- B aequatio designans 
curvam habentem duo crura ad easdem plagas 
protensa , cujus abscissa A B=x, ordinata 
BC=y. A B vel secat curvam in duobus 
punctis D, ifiS-7-) vel in nullis (fig.S.'). 
Sit jam y = o, vel x^-\-Ax-\-B=Ot et 
aequationis illius radices erunt A D et A E 
in figura 7 ^, at in figura 8^ sunt imaginariae. 
Vides igitur quod, in casu primo, existente 
abscissa minore minima radice AD vel majore 
maxima A E , ordinata coriespondens erit af- 
firmativa : atque ordinata inter puncta D et E 
erecta est negativa. Haec autem omnia vera 
sunt ex hypothesi quod terminus altissimus jc* 
sit affimativus. Igitur D , E sunt limites in qui- 
bus ordinata nec affirmatur neque negatur 
sed nulla est , hoc est in quibus quantitas 

->r A x-\- B nec affirmatur neque negatur, 
sed nihil est. Et ordinatae punctis DyE pro- 
xime et ad diversas eorum partes jacentes , 
signa contraria semper habebunt. In casu se- 
cundo, quando abscissa minime secat curvam, 
ordinatx , omnes ejusdem sunt signi tendentes 
ad plagam crurum. 

Supponamus jam esse aliam curvam ean- 
dem Abscissam A B habentem : Ordinatam 
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ve«5-^u£e realis sit quum Ordinata y est af- 
firmativa , quxquc imaginaria sit quum y est 
negativa. Et in casu primo quando a:quationis 
x'-^Ax-\-B = o radices sunt reales {fig. 7.) 
Ordinataj nova: curva: per puncta D ct E tran- 
seuntes semper tangent curvam et puncta 
contactus erunt limites per quos ordinatae 
motu parallelo latae transeunt ipso temporis 
momento , quo evadunt possibiles ex impos- 
sibilibus , aut e contra. Atque Ordinat® inter 
puncta Di E erect® reales aut imaginari® 
erunt prout negatur aut affirmatur terminus x\ 
Ordinat® ad alia qu®vis absciss® puncta creet® 
reales aut imaginari® erunt prout affirmatur 
aut negatur terminus ille x‘. 

In casu secundo ubi abscissa non secat cur- 
vam. Ordinat® omnes hujus nov® curv® reales 
quidem erunt quando affirmatur x* , sed om- 
nes prorsus imaginari® quando negatur idem 
terminus. 

Sit F G ordinata maxima (fig. 7.) inter 
puncta DyE erecta, at in {fig.'i>.) omnium 

minima , et in illo casu erit j = o , vel 

^ X X -\->A x=o i unde x = — i A — A F: 
quem valorem in ®quatione pro x: substitue , 
ct invenies y=B — ^AA — FG. Et patet 
quod Abscissa secat vel non secat curvam. 
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prout Ordinata illa F G tendit ad contrarias 
vel easdem plagas cum cruribus; hoc est aequa- 
tionis = o radices sunt possi- 

biles quando affirmatur quantitas^ — 5, 
et impossibiles quando negatur eadem. 

Exemplum secundum. 

Sit ccquatio y^x^-\-Ax^-\-Bx-\-C de- 
signans curvam habentem duo crura in plagas 
oppositas protensa , cujus Abscissa AB = Xy 
Ordinata B C—y> A B vel secat curvam in 
tribus punctis {fig. 9 .) vcl in unico {fig. 10 . 
II.). S\i y = x^ A x^ B X C=o y et 
hujus aequationis radices erunt AD, A E et 
A F. Igitur si radices omnes sint reales ut in 
(^fig- 9- ) existente Abscissa minore radice me- 
dia A E et majore minima AD , vel majore 
m.axima A F, Ordinatx valor respecti vus erit 
affirmativus ;et ordinatx ad alia quxvis puncta 
erecta erunt negativx, Negativx enim et af- 
firmativx evadunt ordinatx semper per vices. 
Jam sit alia curva cujus Ordinata possibilis fit, 
quando y est affirmativa , impossibilis vero 
quando negativa ; et Ordinata illa nova subi- 
bit vices omnes possibilitatis , quas subit y 
mutationis signorum -h et — - : scilicet treS 
Ordinatx ad puncta D , E , F erecta tangent 
curvam, et puncta contactus erunt limites ia 
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quibus y incipit vel dcsiiiit esse. Et si Ordinatx 
affirmativae tendant ad eandem plagam cura 
ordinata B C, intra limites D , E continebitur 
curva partem figurx constituens: jacebit vero 
altera pars figurae ad easdem partes puncti F 
cum B C:ct semper progredietur in infinitum 
ab F versus B , quoniam unicus illi tantum 
adest limes. In casu altero , ubi Abscissa 
secat curvam in unico puncto (fig. lo. ii.) 
si ac’ terminus altissimus affirmatur, ordinatae 
omnes negativae aut affirmativa: erunt prout 
jacent ad partes puncti D easdem vel con- 
trarias iis ad quas jacet A. Et omnia quae 
de 'primo casu dicta sunt , ad hunc casura 
mutatis mutandis facile accommodantur. 

Methodus determinandi radices reales 
et imaginarias aquationis cubiede. 

Ponejr = o, et erit 3 x'-^zAx-^B=^oy 
cujus aequationis radices in fig. 9“ et 10*, - sci- 
licet A G, A X i at impossibiles in fig. ii“* 
Igitur si aequationis 3 x’ -4- t A x-\-B — o 
radicet sint impossibiles^ id est,( per Exemp. ij 
si ~ A A — 7 i? vel \AA — B sit negativa 
quantitas , xquationis x’ x* -h Z> x -f- C 

radices sint reales Ut in fig. 9. 10, xquationig 
k' A x^ -\-B X -f-C radices omnes sun< 
reales ubi Ordinatx G Ht K L contraria ha- 
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bent signa , (^fig. 9-) imaginariae quando 
eadem habent. io.)Pone DD=AA — 3 5 , 
invenies 

G 7 y= C-h 3 D -+• ^ 

z /: «= c+ tdL±L^U?-^\ 

2.7 

Et hisce valoribus semel inventis , facili est 
invenire qux radices reales sunt , quae non. 

' Exemplum tertium. 

f 

Sit jam y = X* B C x"^ -\-D X E 
xquatio designans lineam habentem duo crura 
infinita ad easdem plagas protensa. Pone 
x^-^B x^ Cx'-k-D x-\-E — o ; hujus 
xquationis radices quatuor sunt [fig. 12.). R A, 
R Bf RC, RD-^zt in (fig. 13, 14 , 16.) du* 
radices impossibiles, et in fig. jj, 17. omnes 
sunt impossibiles. Pone 7 = 0, et erit 
j\x’ ^ B x^ ^ C X D — o, cujus* xqua- 
tionis tres radices (fig. 12, 13, 14, 15) sunt 
REy RGy jR Z : at in fig. ifJ, 17 xquatio 
illa unicam tantum habet radicem R E. In 
primo casu {fig. 12.) si ordinatarum E E, GH, 
LK ,dux sunt negativx, et tertia affirmativa , 
xquatio jc^-hZx’H-Cx*4-jDjc-hZ=o, 
habet quatuor radices possibiles. Si ordinata- 
rum dux sint affirmativx et tertia negativa 

{ fis - 13- ) 
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{fig. 15.) vel si omnptres sint negativae {fig. 14) 
scquatio non habet nisi duas radices reales ; si 
ordinatae omnes sint affirmativae (Jig. 15.) ra- 
dices omnes erunt impossibiles. 

In secundo casu, quando aequationis 
4x’-4" 3 B X* t C X D — o radix unica 
erit possibilis {fig. 16, 17.) Si ordinata E F 
sit negativa (Jig. 16.) radices duae erunt reales 
tantum : at si ordinata illa sit affirmativa (Jig. 17.) 
omnes radices erunt imaginariae. Hi sunt casus 
aequationis Biquadraticx. 

Unde inveniri potest canon generalis pro 
dignoscendis radicibus realibus et imaginariis 
aequationum biquadraticarum, ut in Exemplis 
primo et secundo fecimus pro aequationibus 
quadraticis et .cubicis. Hoc vero prolixum ad- 
modum requirit calculum. Sufficiat quod no- 
vimus quomodo tractanda est aequatio parti- 
cularis, ubi calculus non erit adeo laboriosus. 
Eadem methodus ad omnes aequationes exten- 
ditur. Si sit nova curva ordinatam habens rea- 
lem quando hujus est affirmativa et imagina- 
riam quando hujus curvae ordinata est negativa, 
vices omnes possibilitatis et impossibilitatis 
facillime innotescunt per ea quae diximus in 
exemplis duobus primis. 

Ex hisce exemplis satis apparet numerum 
radicum impossibilium semper esse parem. It«m 

H 
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sequitur, quod si sit squatio 

x" H- i? jc*~‘ -t- C x"-* -h &c. = o , 
et sit — Cn^{n — 2.) (n — 3)(« — 4) &c. 
quantitas negativa, xquatio illa ad minimum 
habebit duas radices imaginarias. Continuanda 
vero est series /z’ (/z — 2) (zz — 3) &c. donec n 
per continuam unitatis subductionem tandem 
exhauriatur. Et si desit terminus secundus 
B x“~‘ , et C x"~' huic proximus sit affirmati- 
vus, asquatio ad minimum habebit duas radices 
imaginarias. 

Ex propositionibus hactenus traditis invenire 
licet genus, positionem, plagam et numerum 
crurum infinitorum : et ex hac propositione 
ejusque exemplis invenies qux crura conjun- 
guntur : adeoque invenies formam curva:. Et 
faciendo rect.im gyrare circa punctum aliquod 
idoneum , et secare Parabolas quas in hac pro- 
positione descripsimus , habebuntur omnes 
casus alicujus a:quationis radicum possibiles; 
hoc est, omnes forma: curvarum quas azquatio 
generalis designat : et inde enumerantur Li- 
nearum species, siquidem species curvarum 
non tam ab ipsarum intima natura, quam k 
forma pendere volumus. 

Propositiones qux sequuntur continent con- 
similes aliquot curvarum rationalium proprie- 
tates ab a:quationum natura immediate fluentes» 


I 
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P R O P. IX. P RO B L. 

Invenire numerum punctorum quce determinant 

) 

lineam alicujus ordinis. 

Linea qusevis describi potest per tot puncta, 
quot sunt coefficientes in xquatione genera- 
lissima eam definiente et non plura ; ut cons- 
tat ex methodo D. Nemoni universali des- 
cribendi curvas per data totidem puncta quot 
eas determinant : cujus specimen dedit in sec- 
tionibus conicis ad algebrse suae problemata 
54,57. Et hactenus annotatum est, quod exis- 
tente n numero dimensionum curv* , erit 

^ ^ - numerus coefficientium in aequatione 

generalissima lineas omnes alicujus ordinis 

definiente ; et proinde etiam erit ^ ^ 

z 

numerus punctorum determinantium curvam 
cujus dimensio est n. 

Itaque recta determinatur ex duobus punc- 
tis , sectio coni cx quinque ; Linea tertii or- 
dinis ex novem. Linea quarti ex quatuorde- 
cim et sic porro. 

CorcU. I. Ex dato numero punctorum de- 
terminantium dabitur dimensio curvae. Sit 
enim m punctorum numerus, et erit 

H z 
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m = ~ unde ct vicissim invenies 
z 

n — ^ y.-^ ^ Ut si esset m = z*, 

z 

invenies « = j. 

Coroll. 2. Ex hac propositione invenies nu- 
merum punctorum quae determinant lineam 
aliquam particularem , si possibile sit ; sunt 
enim quaedam linex quas nullus punctorum 
numerus determinat. 

Exempla. 

I. Sit jK = a jc -h 3 + y (c xH- i/) xquatio 
generalissima ad Parabolam conicam : quum 
igitur quatuor tantum sunt coefficientes. Pa- 
rabola determinatur ex quatuor punctis. Qua- 
tuor puncta non sufficiunt ad determinandam 
Hyperbolam aut Ellipsin, sed quinque nimia 
sunt. 

i. Item sectio coni cujus datur diameter,' 
ct angulus ordinatarum , determinatur ex tri- 
bus punctis, parabola ex duobus; duo non 
sufficiunt ad determinandam hyperbolam aut 
Ellipsin, sed tria nimia sunt. 

3. Hypcrbola conica, data positione ejus 
Asymptoto , determinatur ex quatuor punctis. 

4, Parabola conica, data positione ejus axe^ 
determinatur ex tribus punctis. 
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y. Parabolae quinque divergentes 
crurum, determinantur ex sex punctis; parabola 
Cartesii ex quinque ; parabola eubica ex qua- 
tuor. 

jP •/? O P. X, T H E O R. 

\ 

Ducantur duce rectae parallelae secantes curvam 
in tot punctis quot ipsa est dimensionum ; 
recta quae ita secat has parallelas ut summa 
partium ex uno ejus latere consistentium et 
ad curvam terminatarum aequetur summae 
partium ex altero ejus latere consistentium ad 
curvam itidem terminatarum , ita etiam sc- 
cabit omnes rectas hisce parallelas. 

Sit enim curvae alicujus abscissa AB^x^ 
ordinata B C~= aequationis ^relationem in- 
ter X cx. y definientis terminus secundus sit 

(jax-^-b) y’^' : sume in recta AB, A P= 

a 

ct ordinatae parallelam -<4P=II-^jjungcPP; 

71 

si ea sumatur pro abscissa, dico summam ot* 
dinatarum ex una ejus parte aequari summae 
ordinatarum ex altera parte: 

Nam sit -t- &c. =o , 

aequatio exprimens relationem inter ac, j'. Pro- 
ducatur C B (Jig. i8, ) secans F E in D ct 
Sic abscissa nova E D Ordinata nova 

H3 
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D C=v : ponatur A B : E D :: A : i , id est 
x:i :: A: i , unde x — A^. 

F A.AE::FB: 5 D , vel :=li ; Zlf : : 

a n . 

^ 7 H- i : 5 D = ±dl±l. B C‘= 

a n 

= DC-D B^v-tAl±^ ^.yl 

n 

und^ ( per Theor. T). Newtoni ) y’ = v’‘ — 
{a A b) v"~' &c. y~' = v’~' Scc. Hosce 
valores substitue in aequatione 

y^-h {ax -\-i) y"~' 4- &c. = o , 
et videbis v“"' evanescere, id est , aquationis 
terminum secundum deesse : igitur valores 
ipsius jc cruut partim negativi et partim affir- 
mativi , et summa affirmativorum aequabitur 
summx negativorum : vel, quod perinde est, 
aequentur summx Ordinatarum ex Abscissa 
ad Curvam in easdem partes extensarum. 
Q. E. D. 

Recta quae ita secat ordinatas appellatur ^ 
Curvae diameter. ^ 

Coroll- I. Duc rectas duas parallelas secan- 
tes Lineam secundi ordinis in duobus punc- 
tis, recta quae has bisecat, bisecabit omnes 
illis parallelas. Adeoque xquatio y = o.x‘ ri- 
H-c dcs'gnat omnes lineas secundi ordinis. 
Coroll z. Duc rectas duas quasvis parallelas,. 
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secantes Lineam tertii ordinis in tribus punc- 
tis; recta qux ita secat has parallelas, ut summa 
duarum partium ex uno eius latere consisten- 
tium , et ad curvam terminatarum , lequctur 
parti tertia:, ex altero ejus latere consistenti , 
ct ad curvam terminatx , ita etiam secabit 
omnes rectas hisce parallelas. 

CoroLL 3. Duc rectam D F {fig. 15.) secan- 
tem lineam secundi ordinis in duobus punc- 
tis ByEi ej usque duas Asymptotos in aliis 
duobus D , F\ dico partes illius rectx inter- 
ceptas inter Asymptotos et earum crura sibi 
invicem xquari. Duc diametrum C A bisc- 
cantem B E omnesque rectas illi parallelas. 
Quia curva coincidit cum Asymptotis ad dis- 
tantiam infinitam , coeunt in illo casu puncta 
B, Dj E,F: adeoque diameter bisccat or-, 
dinatas in Asymptotis terminatas in distantia 
infinita ; unde per naturam recta: in omni 
distantia eas bisecabit, hoc est, ubique AD 
•=A F ,scd A B = A E , ergo B D ^E F. 
Q. E. D. 

CorolL 4. Duc rectam F H {fig 10.) se- 
cantem Lineam tertii ordinis in tribus punctis 
EtD,H\\\t ct tres ejus Asymptotos in 
tribus aliis F ,C dico FE , G H partes 
duas hujus recta: inter Asymptotos et crura 
interceptas ct ab Asymptotis ad curvam in 

H4 
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easdem plagas extensas aequari parti tertix 
e D inter Asymptotort tertiam et ejus crus 
interceptx , et ab Asymptoto ad curvam in 
oppositas plagas extensx. Ducatur enim Dia- 
meter A B qux ita secat Ordinatas, ut sit 
BD-^BE~BH\ quoniam in distantia 
infinita Asymptoti coincidunt cum suis cru- 
ribus, coeuntibus punctis F ^ E \ C ,D\ G,H\ 
Diameter A B ita etiam secabit ordinatas 
in Asymptotis terminatas in distantia infi- 
nita ut sit BC-\-BF^BG:^t si hoc 
accidat in qualibet distantia , accidet in 
omni, ergo est universaliter B C-\-B F—B G , 
sed B D-\-B E—B H ; ergo demendo xqua- 
lia ab xqualibus , erit B D — B C B E 
— BF=BH — 5 (j, hoc est, CD — EF 
1=5 G H , vel e T) = E F G H. Q. E. D. 

Eadem facilitate simile demonstratur de 
curvis superiorum ordinum. 

Scholion. 

Hanc propositionem demonstravi conside- 
rando cocfficicntem termini secundi esse Sum- 
mam omnium radicum sub signis propriis col- 
lectam. Coefficiens tertii termini est factum 
sub singulis duabus radicibus, coefficiens quarti 
sub singulis tribus, quinti sub singulis quatuor, 
ct sic in infinitum. Unde facillime sequitur series 
theorematum sequentium ad libitum conti- 
nuanda. 
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I. Ducantur quinque parallelae secantes li- 
neam tertii vel superioris ordinis in tot punctis 
quot curva habet dimensiones : sectio conica 
vel linea recta , quae ita secat has parallelas , 
ut summa rectangulorum sub partibus earum 
inter curvam et sectionem conicam verrectam 
interceptis , et 'a curva ad sectionem coni vel 
rectam in easdem plagas extensis, aequetur 
summae rectangulorum sub partibus earumdem 
parallelarum ad alteras sectionis coni vel rectae 
plagas a curva extensis , et in curva termina- 
tis , ita secabit omnes rectas hisce parallelas. 

1. Ducantur novem parallela: secantes cur- 
vam quarti vel superioris ordinis in tot punc- 
tis quot curva est dimensionum. Ducatur linea 
tertii vel inferioris ordinis secans has novem 
parallelas : et si componantur Parallelepipeda 
sub singulis tribus partibus harum parallelarum 
inter curvam et lineam tertii vel ordinis in- 
ferioris interceptis : atque in unaquaque novem 
parallelarum, si parallelepipeda quas prodeunt 
affirmativa,aequalia deprehendantur iis qux pro- 
deunt negativa j idem accidet in omnibus rec- 
tis prioribus novem parallelis,. Et sic porro.' 

Hae Linejc qux ita secant parallelas, tanquam 
cur\'arum diametri, (ut ita dicam) quodam- 
modo considerari possunt. 
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PROP. XI. THEOR. 

/ 

Sit A E B D (fig. 21 . ) Linea secundi ordinis , 
quam secet recta A B in duobus punctis 
A j B ; ut et recta D E in duobus aliis D_, E, 
harum concursus sit C. Dico esse A C x C B 
ad D C X C E in ratione data ; modo detur 
rectarum A B, D E inclinatio ad se invicem. 

Supponamus enim 'Abscissam A C=x,ct 
rectarum D C C E quamlibet ambigue de- 
signare ordinatam y : atque Curva hujusmodi 
aequatione (ax-4-3) _y-t-c ■ — d x — o , 

designabitur , in qua quantitas determinata 
non reperietur, quoniam principium Abscissx 
est in curva. Ut inveniatur A B, sitjy = o, et 
evanescent termini in quibus ea repcritur.atr 
que erit c x^ — 3cs=q, unde in illo casu est 

X -- ==A B,crgoAB — ACt=- — x==BC: 

.,,'C . . c. . 

cujus signum mutetur quoniam puncta A,B 

jacent ad partes puncti C contrarias , et erit 

'BC = x-iEt inde ACkBC=x^~^: 
^ c c 

Constat vero per naturam- aequationum , ter- 
minum ultimum in quo radix non reperitur , 
esse factum sub omnibus radicibus^ hoc est 
D C X CE — c X* — dx,ct hoc rcctanguium 
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est ad ACxCB = x' — ut e ad unita- 

c 

tem : at servata rectarum A B , D E incli- 
natione ad invicem , non mutabitur quantitas 
e , ergo neque dicta ratio facti A Cx C B ad 
DCx CE. Q. E. D. 

Ex hac propositione tanquam totidem co- 
rollaria fluunt omnia, qua: tradere solent au- 
thores de sectionum conicarum diametris , 
verticibus , lateribus rectis et transversis , et 
ratione contentorum sub parallelarum seg- 
mentis. 

PROP. XII. THEOR. 

Sit AEG (fig. XI.) Linea tertii ordinis , quam 
secet recta A D in tribus punctis A,B,D, 
ut et ^ G in tribus aliis F , G , H ; harum 
concursus sit C. Dico esse A C x B C x D C 
ac? F C X G C X H C //z ratione data; modo 
detur rectarum AD,FG ad se invicem in- 
clinatio. 

■ Ponamus esse Abscissam C = xr , et rec- 

tarum CFy CH, CG quamlibet ambigue 
designare ordinatam y: et curva hujusmodi 
xquationc designabitur -+- ( a x b) y'^ -f- 
(^c x*-\-d xH-e) y =fx^ ->r k x\ ubi 

quantitas., data » non .acperictur proptcr.ca 
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quod initium Abscissa: est in curva, Sitj' = o, 
atque erit /x’ — g x"-\-h x=o,undi in illo casu 



CD = .-X-V(^_*)cu« 


signo mutato. Und^ est 

JCxBCxDC=x’—S^ + ^ 

Sed per naturam aequationum est 

FCxHCyGC =/x’ — g- x* ^ x ; 
idcoque solidum prius est ad posterius ut .uni- 
tas ad f: at servata inclinatione rectarum A Z), 
FG , dabitur quantitas /, ergo etiam dicta 
ratio solidi-^ Cx B Cx C D zd F G x G CxHC. 
Q. E. D. 

Hinc tam facile consequuntur ea quae tra- 
didit D. Newtonus de Linearum tertii ordinis 
diametris, verticibus, lateribus rectis et trans- 
versis, ratione contentarum sub parallelarum 
segmentis , atque alia plurima \ ut eadem ple- 
nius ostendere necessarium haud duxerim. 
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Sufficiat hic obiter annotare , quod hac 
methodo universali procedendo, scilicet ar- 
gumentando k naturis aquationum , patescunt 
non soliim sectionum coni proprietates, quas 
tanto labore adinvenerunt Veteres , et tot am- 
bagibus demonstratas dederunt, idque me- 
thodo quae ad alias curvas extendi Nequit ; 
sed et proprietates curvarum omnium ordi- 
num superiorum. 

Hisce praemissis , pergerem ad Enumeratio- 
nem linearum tertii ordinis , sed ob rei ana- 
logiam enumerare licet eas secundi. Hae (per 
Coroll. I. Prop. IO.) reducuntur omnes ad 
aequationem y*=ax'’^bx-Y-c; quae aequa- 
tio, ut statim apparebit, designat Hyperbolam, 
Ellipsin aut Parabolam , prout terminus a x* 
affirmativus est , negativus vel nullus. 

Enumeratio Linearum secundi ordinis, 

PROP. XIII. T HE OR. 

Aquatio y* = ax*4-bx-4-c designat figuram 
habentem quatuor crura infinita ad duas 
Asymptotos rectas jacentia. 

Liquet fere hxc propositio ex Exemplo 
primo Scholii Prop. 8. sed argumento magis 
distincto sic evincitur. 

Augeatur x in infinitum {fig. et duo 


l 
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valorcs ordinata: y hinc inde aequales etiam 
augebuntur in infinitum ; quare figura habet 
duo crura infinita. Mutetur signum ipsius x , 
hoc est , sumatur abscissa ad alteras partes , 
et a:quatio erit haec y' — a x^ — b x-{- c, ubi 
patet quod augendo x in infinitum, etiam 
augcbiflir y in infinitum : nam terminus affir- 
mativas a erit omnibus reliquis multo ma- 
jor, modo X sit admodum magna : quare 
curva habet alia duo crura, et omnino qua- 
tuor. 

Reducatur y in seriem hujusmodi conver- 

gentem y = ±x\ az Z 2 - — &c. 

“ xy' a 6a X y a 

Unde (per Prop. 6.) ordinata Asj^mptoti erit 

± X \/'a i — - — Igitur pro Asymptotis habet 
x\/ a 

hxc curva duas rectas ex Abscissa hinc ind6 

aequaliter jacentes. Nam sume AD^ — - ^ 

X a 

in Abscissa ; per initium Abscissx duc d 
ordinatx parallelam, in qua sint Ad, A i' , 

xquales ^ . , ad contrarias puncti A partes 
z\/ a 

sumptx; junge Dd, erunt illx dux 

Asymptoti. Idcoque figura habet quatuor crura 
hyperbolica ad duas rectas jacentia. Q. L. D. 
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Coroll. I. Si majus sit 4 ac, crura jacent 
in angulis E D e , F D G ; sm minus, jacent 
in angulis hisce deinceps : ut constat ex Co- 
roll. 2. Prop. 6. 

Coroll. 2. Hxc figura (per Coroll. i. Prop. 4,) 
ejus Asymptotos non decussat, adeoque (per 
Coroll. 2. Prop. I.) crura qux in eodem an- 
gulo jacent , ductu continuo semper conjun- 
guntur. 

Coroll. 3. Unde hxc figura semper constat 
ex hyperbolis duabus inscriptis, in Asympto- 
ton angulis oppositis jacentibus; et proinde 
unicam tantiim speciem constituit. Qux est 
species prima Linearum secundi ordinis. 

Coroll. ‘4. Si terminus ax^sit negativus, 
curva nequit excurrere in infinitum : ergo 
(per Prop. 1. ) in se redit; et constat ex ovali 
unica, (Jig. 24.). Qux est species secunda. 
Hoc Corollarium facillimi colligitur ex primo 
Exemplo Scholii propositionis octavae.. 

PROP. XIK. THEOR. 

Si desit terminus z x*, aequatio y’=*bx-hc 

designat figuram habentem duo tantum crura 

infinitaparabolica in eandem plagam extensa. 

Patet enim quod augendo Abscissam x in 
infinitum {^fig. 2j.), simul augebuntur ordi- 
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ratjE y valores , ergo curva habet duo crura 
infinita , et in eandem plagam protensa ; quo- 
niam existente x infinite magna , ordinata y 
est ea infinite minor. Quod si mutetur signum 
ipsius X, a:quatio evadet y*= — ix-hcj 
postquam ergo eousque augetur x ut sit 
i> x = c‘y curva ad illas partes ulterius pergere 
nequit , quia erit quadratum ordinata; nega- 
tiva quantitas, et inde ordinata ipsa impos- 
sibilis. Igitur curva habet duo tantum ctura. 
Per methodum serierum est 

y ~ ± x± — £— -+■ &c. 

z b X 

Und^ (per Prop. 6.) est ordinata Asym- 
ptoti ad Abscissam x pertinens , quumque 
haec non sit ordinata rectae, crura sunt Para- 
bolica. Q. E. D. 

Coroll. Crura hujus curvae sunt sui generis 
simplicissima. Haec figura constituit Linearum 
secundi ordinis speciem tertiam } et patet eas 
esse tres coni sectiones. 
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Enumeratio Linearum tertii Ordinis* 

PROP, XV, THEOR, 

Omnes Lineae tertii ordinis* reducuntur ad hot 
aquationum casus quatuor 
xy‘ — cy = ax’-4-bx’-hcx-hd, 
xy =ax’-+-bx’H-cx-hd, 
y* = ax’-h b x*-4-cx-+-d, 
et y = a x’ + b x*-|- c x 4-d. 

>€quatio {^-ha) v‘ = (hf~{-ci-hd)v 
•hex' -\-ff-\-gX-hk (per Coroll. r. Prop. f .) 
comprehendit omnes lineas secundi ordinis : 
unde , si probavero illam aequationem semper 
reduci posse ad unam quatuor dictarum for- 
marum , constabit propositio. 

Cas. I. Si a:quationis terminus nullus desit, 
divide eam per x-i-a coeffidentem ipsius v% 
et erit 

v*= -^cx-^d)v-^ex^ 

X~^a 

atque extrahendo radicem v = p 

ubi p, est latus quadratum partis valorum ip- 
sius V vinculo quadratico inclusx. Sit A B=Xr 
(,fis- BDC ordinata secans curvam in 

duobus punctis, adeoque rectarum j?D, B C 

I 
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quamlibet ambigue representat ordinata v : id 
est ; 

Bc=til±si+d.+p, BD^tr±s±i-,. 

a z:(-h z a 

Harum differentia CD~z p. Biseca CT)\r\F, 
\xt s\t D F :!=*= p , huic adde B D ^ ct erit 
B F = c :^-hd ^ Lj_ 

z^-h 1 a 

nex bisecantis ordinatas ad curvam termina- 
tas : quxque in casu prxsenti est hypetbola 
conica. Sit ea ejusque Asymptoti G E , 
G H‘y quarum hxc parallela est ordinatx D C, 
propterea quod ordinata E insecat hypcrbolam 
in unico puncto F. Sume Abscissam novam 
G E=x, ordinatam novam E C vel E D=y; 

. emcivieEC=CF-^FE,ED = CF-FE, 
vel more algebraico, j =<.£’ F "t E C. 

Unde in xquatione ad curvam , 2 E icerit 
cocfficicns ipsius j, ut constat cx natura xqua- 
tionis Quadraticx. Jam sit e data quantitas , 

et ex natura hyperbolx erit E F = -^3 ergo £ 

z X X 

erit coefficiens ipsius y in xquatione cur- 
vam definiente : atque exinde xquatio ne- 
cessario induet hanc formam 

y’ — Ey^-=a x' -\-bx -+• c -+• ^ vel 

X X 

xy' — c y — a x^ b X* c X d. Q.^E. D. 
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, Ciis. 1. Quod si desit terminus ^ v‘ j xquvi- 
tio erit hujusmodi 

a v^=(i>f-h-c^-hd)v-i-ef-h/i*-hg-{~hAt 

ct erit BF = ^±S 1 ±J^ qux est Ordi- 

2 a 

mta parabolx conicx bisccantis ordinatas. Si 
quando hoc accidat mutetur Abscissa i in 
ordinatam v, ct xquatio erit 
v^-h(a^-hS)v*-h (c^-hd)v = ef-h/:'-i-g; 
tolle terminum v’ (per CorolL. 4. Prop. y.) ct 
xquatio erit 

{a b) V' {e i~\- d) V ~ e f ->rfi-\-g: 
qux (per Cas. i.) convertitur in hanc 
xy'^ — ey = 

ct hxc forma continetur in priori 

X y^ — ey = ax^~{~bx^-^cx-^d. Q. E. D. 

Cas. 3. Si desint termini av^ , dv, erit 

n r b 7' e t b t e ^ j. 

B r = —i 1 = — 5 , qux est ordi- 

2^ 2 . 

nata rectx bisccantis ordinatas. In illo casu 
sume abscissam x in recta illa bisecante a de- 
bito initio computatam, et ordinaram j prio- 
ri V parallelam ; et xquatio induet hanc for- 
liiam xy" = ax^ ->rb x* -\-c x-\-dt qux con- 
tinetur in priori. Q. E. D. 

Cas. 4. Si desint termini' ? v’ , a v*, restabit 
{b’(^-irc\->rd)v = e -C -\- f C g -+■ h , 
quo in casu ordinata occurrit curvx in unico 

I 2 
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tantum puncto. Tolle terminum per 

CoroLl. 4 . Prop. 5 .) et lequatio erit 

c :^-{-d)v =f7^ 4 - g- -h A : 
h:pc jcquatio , mutando abscissam \ in ordina- 
tam V , convertetur ( per Cas. i. ) in hanc 
X y' — ey=!=cx-\-dj qux continetur in 
forma x)* — ey = ax^-^bx'-\-cx-\~d. 
Q. E. D. 

Ccis. 5 . Si desint termini ^ v* , iz v% 3 v , ma- 
nebit c \ v -\-dv — e g\-y- hf ubi 

si pro V scribas y, et x — - pro ^ , orietur 

c 

xy = a x’ 4 - 3 X* -h c X H- df. Q. E. D. 

Cas. 6. Si desint termini :^v*, 3^‘v, erit 

B F = , quiE est ordinata Linex bi- 

z a 

secantis ordinatas CD ; in illo casu sume abs- 
cissam X in recta illa bisecante ^ et ordinatam v 
priori parallelam, ct prodibit 
y^ — x’ 4- 3 X* 4- c X -+- (/. Q. E. D. 

Cas. ~j. Si desint termini ^ v*, <z v’ , 3 v , 
c^v , restabit dv = e 4 - ^ ^ ^ 

qux est hujus formx^ = a x’4-3 x^-{-c x-^d. 
Q. E. D. 

Reducuntur ergo omnes Linex tertii ordi- 
nis ad quatuor sequentes xquationum casus > 
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Aquatio xy* — ey=ax’H-bx’H-cx-+-d 
designat figuram habentem sex crura hyper- 
bolica ad tres Asymptotos jacentia. 

Si\t A B = X, B C=y. Invenies 

—t l/^ ( ax'-\-bx->rC-^i + — 

Z X r \ X4X*/ 

reducatur (per Theor. Newtoni) pars irratio- 

e d ' 

nalis in seriem i — t- &c. , c6 citius con- 
IX e 

vergentem, quo minor est oc; atque prove- 
nient ordinatx valores ^ -f- - &c. — - &:c. 

X e e 

Valor hic ultimus indicat curvam secare or- 
dinatam primam, puta in G. {fig. tj.). Valor 

autem ille £. + - &c, indicat ( per Coroll. 

X e 

Prop. 7. ) ordinatam primam esse Asympto- 
ton , et habere duo crura ad diversas ejus 
partes posita , et in plagas oppositas tendentia. 

, Evadat jam x utcunque magna et augebuntur 

I 3 
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simul orciinatx valorcs sine limite , quare 
Curva habet alia duo crura infinita. Mutetur 
signum ipsius ac, et xquatio evadet 
— X y'^ — e y — — — e x d vel 

xy"" -h e y = ax^ — b x‘‘ e x —d, ubi patet 

quod etiamnum augeri potest x in infinitum et 
simul augebuntur ordinatx valores, nunquam 
enim evadent impossibiles quum abscissa est 
satis magna. Undd figura habet alia duo crura 
et omnino sex. 

Reducatur jam y in seriem eo citius con- 
vergentem quo major est x, atque invenietur 

B + -jL + 

a 'i a x\/ d 

V ./ , ^ 

.D e =*= X V a 4- — — 4- , “ — 4- &:c. 

2.y a h a X \/ a 

Habet igitur (per Prop. 6.) figura duas A.sym- 

ptotos rectas ab Abscissa hinc inde xqualiter 

jacentes : nam s\t AD — — , et Ad, A ^ , 

1 a 

hinc inde xquales — ^ , junge D '5' erunt 
i V u 

illx dux Asymptoti. Ergo figura habet sex 
crura ad tres Asymptotos rectas jacentia. 
Q. E. D. 

CorolL-\. Si desit terminus b x^ , tres Asym- 
ptoti , evanescente triangu'o Dd»^ in uno 
codemque puncto convahunt. 
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CoroLL. i. Si figura Ovalem conjugatam ha- 
beat, ea semper continetur intra triangulum, 
Ddt 5 nam si consisteret exirh , duci potCT 
rat recta secans curvam in quatuor punctis, 
quod fieri nequit. Idem inrellige de Nodo , 
Cuspide et puncto conjugato. Ut enim punc- 
tum est Ovalis infinite parva, sic Cuspis est 
Nodus infinite parvus. r • 

CoroU. 3. Ergo si desit terminus bx* , hoc 
est , si tres Asymptoti in uno eodemque 
puncto conveniunt, figura nunquam habet 
ovalem, nodum, cuspidem aut punctum con- 
jugatum : quia (per CoroLL i , 2.) evanescit 
triangulum intra quod semper consistit ovalis, 
nodus , cuspis vel punctum conjugatum. 

Coroll. 4. Duc ^ M O biseeantem Dd, in . 
A/ , item O P Asymproto D d parallelam 
secantem curvam in P. Sitque abscissa M. 
ordinata O P —v \ ct eadem ratione , qua 
existente AB = x, BC^y, prodit 
, ' x-f — e y — a x'^ -dr b x^ c X d , 
prodibit etiam , . , i- 

XV' — E V ^ A Td B i' ->r C X T>- 

Et si ducatur dN Q bisecans in N, ct 
Q R Asymptoto D ^ parallela , curvam secans 
in /?, et sit NQ=s, RQ==t, orietur 
= Qui de hisce 

dubitat utatur calculo. : 

; I 4 
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CorolL y. Unde si aquationis 

xj* — ey = ax'-\rb3C^~>rCX-\-d 

desit terminus b x" , in aquationibus duabus 
reliquis deerunt termini respectivi ^s'. 

Et contra, ut constat ex Coroll. i* 

CorolL. 6 . Si desit terminus ey^ Abscissa 
est diameter bisecans Ordinatas : ct contra, 
si AB sit Diameter, deest terminus ey. Si-r 
mile intellige de abscissis M O , N Q carum- 
que Ordinatis. 

Coroll. 7. Si desit terminus ey y curva non 
decussat Asymptoton d ^ ; nam existente x in- 
finite parva erit y =t \/ - , adeoque ( per 

oc ^ 

Coroll. 3. Prop. 7.) crura jacent ad easdam 
Asymptoti d^ partes et in plagas oppositas 
feruntur : et inde (per Coroll. 4. Prop. 4.) 
tria intersectionis puncta abeunt in infinitum} 
adcoqiic nullum restabit punctum in quo 
curva decussare potest ejus Asymptoton. Et 
contra, si curva non decusset Asymptoton, 
deest terminus ey et abscissa A B est dia- 
meter, atque crura jacent ad easdem Asym- 
ptoti d^ partes, in plagas oppositas lata. Si- 
mile intellige de Asymptotis duabus reliquis 
cum Abscissis ^ O , d Q. , 

Coroll. 8. Si sit P — 4 a c = 4 1; e u , 
curva non decussat Asymptoton D d, adeo- 
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que ( per CoroLL. 7.) M O est diameter. Nara 
est 

A B = Xj B C=y , B E = x\/ a-h — - — » 

t\/ a 

quod si curva secaret Asymptoton Dd, erit 
in illo casu B E =r-B C , id est 

y = x'^ a — - — In xquationc proj sub- 

i ^ a \ 

Stitue hunc valorem , et invenies 

X = 4 ^ d-\rt.b e\/ a — A L 

3 * — 4j2C — /\a e\/ a 

ubi L K , est Ordinata transiens per K punc- 
tum intersectionis. Jam sit 

b' — ac — 4aeV^^^;=o, 
vel — t^ac=^/\ae\/ a, ; 

ct erit A L infinite magna , adccque punc- 
tum intersectionis nullibi erit. Similiter si E 
sit punctum in quo curva secat Asvmptoton- 
tt F H ordinata ; erit 

j jT 6 fad — ib c\' a j --. 

A rt= 1 ^ unde si sit 

b — /if ac-\- /SfU eyj a 

b' — ^ac — — ^aey/ a ^ curva non decus- 
sat Asymptoton , ct est N Q diameter. 

CoroLL. 9. Ergo si neque terminus e j desit, 
neque sit^* — 4izc = ji4irey'a, curva mil-_ 
lam habebit diametrum 5 sin eorum alterutrum 
accidit , curva unicam habebit diametrum ct 
tres , si utrumque. Sciendum enim est Ordi- 
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natas bisectas esse alicui Asymptoto paralle- 
las , ut constat per conversum Prop. y. ejus- 
que SchoLion; et diametrum semper bisecarc 
Ordinatas in Asymptotis terminatas, quia curva 
coincidit cum Asymptotis ad distantiam infi- 
nitam : adeoque Diametrum transire per in- 
tersectionem duarum Asymptoton necessc 
est. 

Coroll. IO. Igitur haec curva vel habet nul- 
lam , unam vcl tres Diametros : duas enim 
solas habere nequit. 

Coroll. II. Curva qux nullam habet diame- 
trum , secat tres ejus Asymptotos, singulam 
in unico puncto. ■ — 

Coroll. it. Curva qux unicam habet dia- 
metrum decussat duas Asymptotos , per qua- 
rum intersectionem transit illa diameter ; at 
tertiam non secat. 

Coroll. 13. Curva qux tres habet diametros 
Asymptoton nullam omnino secabit. 

Coroll. 14. Si b' — 4 a c — 4 a e a sit 
quantitas affirmativa, Asymptotos DE jacet 
inter curvam ct Abscissam ; sin negativa sit , 
curva jacet inter Asymptoton ct Abscissam. 
Et si P — 4 a c -4-4 a e sit affirmativa quan- 

titas, Asymptotos D e jacet inter curvam ct 
Abscissam , sin negativa sit, curva jacet inter 
Asymptoton ct Abscissam.' 
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Coroll.' ly. Si desit terminus e j, id est, 
si A B sit diavnerer, et sit 3* — 4 a c quan- 
titas affirmativa , curva continet Asymptotos 
Dd,Dt in suo sinu. At si quantitas illa sit 
negatira , Asymproti jacent extra crura adja- 
centia. 

Coroll. 16. Si figura habet tres diametros, 
et sit d quantitas affirmativa , crura jacent 
extra Asymptotos; sin minus intra. Corollaria 
ha:c tria ultima constant ex Coroll. i. Prop.6. 

Coroll. 17. Si xquationis 

— ey = ax^-\-bx^-\-cx-\-d 
terminus ax^ sit negativus, figura habebit duo 
tantum crura Hyperbolica ad ordinatam pri- 
mam jacentia. Nam series i x j: — -+-<S,:c 

a 

cx cujus possibilitate pendent reliqua quatuor 
crura cum carum Asymptotis erit impossibi- 
lis. Constat etiam hoc Corollarium ex Exem- 
plo tertio Scholii Prop. 7. 

Notandum est in hac propositione ejusque 
Corollariis per diametrum semper intclligi 
diametrum qux bisccat Ordinatas duarum di- 
mensionum. 

Postquam compertus est numerus crurum 
alicujus curvx , ejus species enumerantur de- 
terminando qux crura ductu continuo con- 
junguntur; ut et describendo Ovales, Nodos, 
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Cuspides et puncta conjugata si qux sint. HsC 
omnia ex propositionibus prxcedentibus facil- 
lime perficiuntur. 

Enumeratio Specierum curvae quam designat 
aequatio xy’ — ey =ax’-i-bx’H-cx-hd. 

Hypcrbo'a: novem sequuntur , sex cruribus, 
ad tres rectas triangulum capientes, jacenti- 
bus praediti ; qux diametro ad ordinatas dua- 
rum dimensionum destituuntur. Vide figuras 
in Enumeratione Nevtoniana Linearum tertii 
ordinis. 

Si xquationis 

xy ^ — ey— a x^-\-hx^-\-cx-\- d, 
extrahatur radix 'y, invenietur 

e ^ \/{ax* -\-b x'’ ->r c x‘-¥dx-\~ \ g*) 

^~ix~ X 

patet ergo ordinatam possibilem esse, quando 
quantitas a x^ b x'^ e x" d x \ c', vin- 
culo quadratico inclusa, csr afiirraat'va, et im- 
possibilem qu.ando negativa : v ces auretn pos- 
sibilitatis et impossibilitatis ibncrrs'.nut per 
Exemp. j. Prop. 8. describendo P-.rabolam 
cujus abscissa est x ct ordinata 

a X* b x'^ c x^ -\r d oc \ e^. 
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^ TAB. i; 

Species I. Fig. j , 7. 

Si aequationis 

ax^-h^jc^-4-cjc*-4-c/jc-f-^e*=:o 
radices omnes A P , A^r ^ A-^, A p sint rea- 
Ics ejusdem S'gni et inxquales , figura constat 
ex tribus Hypeibolis inscripta, circumscripta, 
et ambigena. Nam Exemp 3. Prop. 8.) 
ordinata inter puncta P, vel , p erecta est 
imaginaria , et realis erit ordinata alio quovis 
abscissa: puncto insistens. Erige ordinatas PT; 
vrr ^ p t , er ha: tangent curvam in toti- 
dem punctis 7", T , 1 ; eten-m in illo casu 
ordinatarum vel summa vel differentia evanes- 
cit , prout ad diversas vel easdem Abscissx 
partes extenduntur. Unde puncta T, t, 1, r, 
sunt limites possibilitatis et impossibilitatis , 
atque adeo intra medios limites contine- 
tur Ovalis Crura vero qux jacent ad angulum 
T) conjunguntur : quoniam ordinata inter p , 

•ir erecta non occurit curvx. Sed et crura qux 
jacent ad angulos d,^ etiam conjunguntur; 
aliter enim , si fieri potesr , conjungantur, et 
duci potcrir recta per Ovalem secans curvam 
in quatuor punctis , quod fieri nequit. Ex su- 
pradictis abunde patet quod crura semper ja- 
cent ad diversas Asvmptoti partes; et quod 
' Hyperbola Conica bisecat ordinatas duarum 
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TAB. I. dimensionum ; cx quarum consideratione ne- 
cessario sequitur Hyperbolarum unam esse 
inscriptam, alteram circumscriptam , et tertiam 
ambigenam : qua: est Species prima. 

Species II. Fig. 8, y. 

Si ex radicibus dux maximx Ap, Air, 
vel dux minimx A P , A'^ (Jig. y.) 
■ sint xquales , Ovalis tangit Hypcrbolam cir- 
cumscriptam , et tangendo evadit nodus, atque 
Hypetbola, nodata 5 adeoque figura constat 
ex ttib s Hyperbolis inscripta, nodata et am- 
bigtna : qux est Species secunda. 

Species III. Fig-\io, n. 

Si radices tres maximx (Jig. 10.) vel tres mi- 
nimx (fig. 1 1. ) inter se xquentur , nodus eva- 
dit infinite parvus, id est, cuspis, et figura 
constat ex Hyperbolis tribus inscripta , cuspi- 
data et ambigena .* qux est Species tertia. 

Notandum est crura Hypcrbo’x nodatx 
semper esse versus se invicem convexa j aliter 
enim duci poterat recta secans curvam in qua- 
tnor punctis. Idem intcllige de cuspidata, si- 
quidem cuspis nihil aliud est quam nodus in- 
finite parvus. 
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Species IV. Fig. li. TAB. I. 

Si e radicibus duae medix xqucntur(^^. iz.) 

Ovalis, qux in spccic prima obtinebat, evadit 
infinite parva, id est, punctum. Et figura 
constat ex Hypcrbolis tribus inscripta , cir- 
cumscripta et ambigena cum puncto con- 
jugato ; qux est Species quarta. 

Species V y VI. Fig. 12,15, 14, ly. 

Si c radicibus dux medix sint impossibiles, 
et rcliqux dux inxqualcs ct ejusdem signi 
( nam contraria habere nequeunt ) impossibile 
erit itidem curvam habere ovalem , nodum , 
cuspidem aut punctum conjugatum 3 adeoque 
figura erit pura constans ex Hypcrbolis tribus 
inscripta, circumscripta ct ambigena- Si hx 
Hypcrbolx jaceant ad angulos trianguli Dd^, 

{fig. 12, 13.). Species est quinta; sin jaceant 
ad latera ejusdem {fig. 14, ij.). Species esc 
sexta. 

Species VII, VIII. Fig. 16, 17, 18, 19, tab. ii. 

Si h radicibus dux sint xquales , ct a’tcrx 
dux vel impossibiles (fig. 16, 18.) vel possi- 
biles {fig. 17 , ip. ) cum signis qux a signis 
xqualium radicum diversa sunt , quatuor cru- 
ra in uno puncto conveniunt; scilicet Hypee- 


, ( 
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TAB. II. bois; qiix in spedebus quinta et sexta erant 
' drcumscripta: et ambigena: nunc constituunt 
cruciformem. Adeoque figura constat ex ins- 
cripta et cruciformi. Quori si jaceat inscripta 
ad angulum trianguli Dd^ (fig. \ 6 , 17.) 
Species est septima. At si jaceat ad latus {fig., 
18 , i^. ) Species est octava. 

Species. IX. Fig^ 20, 21. 

Si radices omnes sint impossibiles (j?g. 20.) 
vel si omnes sint rcalcs {fig. 21 ) et earum 
dua: negativa; sint et altera; dua; affirmativa: , 
Kyperbolx qux in spccicbus septima et octa- 
\a conjungebantur et constituebant crucifor- 
mem ab invicem iterum separantur ; et figura 
constat ex Hypcrbolis duabus Inscriptis in an- 
gulis Asymptoton oppositis jacentibus , cum 
anguinea circa tertiam Asymptoton flexa : qua: 
est Species nona. 

Si radices dux xquentur et dux reliquae 
etiam xquentur, figura migrat in sectionem 
Conicam cum linea recta. Nam 

V^( .2 3 x’ -f- e .x’ -h d X -h i d ) 

erit quantitas rationalis , et inde xquatio 
X — ey=ax^-\-bx'-\-cx-k-d bipartitur 
in duas xquationes , quarum una designat Hy- 
pcrholam Conicam , altera rectam. 

Hi sunt casus omnes possibiles radicum x- 

' ' quationis 
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qiiationis a x* -k- b c d x P>"o- 
ptcrca quod ^ e' rcrminus ultimus est affir- 
mativus, quippe quadratum rcalis quantita- 
tis. Ut vero hoc melius intelligatur , casus 
unius impossibilitatem ostendam , cujus ad 
exemplum reliquorum impossibilitas facillime 
evincitur. 

Si xquationis . 

ax*-\-bx''-\-cx'^~\-dx‘^~e^ = Of 
radices tres idem habeant signum, dico quar- 
tum diversum habere non posse. 

Describatur Parabola jcquatione 

z= a -h ^ x’ -i- e x* -f- jc -+- j e’ 
designata ; quoniam arquationis 

a x* -\- b x^ -h e x^ d X -r-\e'‘ — e> 
quatuor radices ponuntur rcalcs , Abscissa 
secat curvam in quatuor punctis : ea sunto 
A , B y e, D, (fig. iz. ) Jam si fieri possit , 
sit, principium Abscissae inter puncta A 
adeo ut radix E A sit negativa et rcliqux 
tres affirmativx : sit /i’ Ordinata prima i et 
exisrente x = 6 , erit j e’ = E F : sed 
E F est quantitas negativa, ergo etiam j e* 
quantitas negativa , quod est absurdum. Simi- 
liter ostendetur quod principium Abscissx ja- 
cere nequit inter puncta C, D. quoHiam;or- 
dinatx ad Abscissx partem CD ercctx sunt 
omnes negativx. Igitur constat prope^ittirai 
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nam si tres radices eadem habent signa, ct 
quarta diversum ; principium Abscissa: vcl 
erit inter puncta C, D vel A, B. Sed cum hoc 
fieri nequit, neque illud fieri potest. 

Eodemqne modo ostenditur, quod si aequa- 
tionis ax*-\-bx'^-^c x^-^-dx-^-^ e' =0 ra- 
dices ducc sint impossibiles, reliqux dux idem 
signum habebunt. 

Hyperbolae quatuordecim cum sex cruribus 
ad tres Asymptotos triangulum capientes ja- 
centibus , unicam habentes Diametrum ad 
Ordinatas duarum dimensionum. 


Si desit terminus ey figura habet Diame- 
trum ad ordinatas duarum dimensionum , sci- 
licet Abscissam : ct xquatio erit 

xy' a x"' b x" c X d. 

TAB. II. . Species X , XI. Fig. ii> 

- Si xquationis a x'^ b x"‘ c x d = o ra- 
' dicesomnes sint reales, ejusdem et signi inxqua- 
les , figura constat ex tribus Hyperbolis ad 
tres angulos trianguli D d S' jacentibus cum 
' Ovali intra triangulum consistenti. Nam sint 

tres-mdiees Ar , >4 1 , At, ct erunt T,'\ , t, 
limites possibilitatis et impossibilitatis ( per 
F.xemp-.'t. Prop. 8. ) atque intra t , t contine- 
tur ‘OvaTis;’ Crura vero, qux ad eosdem an- 

, 
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gulos trianguli D jacent, conjungi , eodem TAB. H» 
modo ostenditur , quo in specie prima. Si 
Asymptoti Dd,D^ jaceant intra crura 
zz. ) curva constat ex tr bus Hyperbolis, dua- 
bus inscriptis ad d, ^ et circumscripti ad D : 
quae est species decima. 

Sin Asymptotos jaceant extra crura, figura 
constat ex tribus Hyperbolis / inscripta ad 7), 
et ambigenis duabus ad ^7, i' ; quae est Species 
undecima. 

Species XII. Fig- 23. 

Si radices duae maximae r, ^ 1 aequentur, , 
Ovalis tangit Hypcrbolam circumscriptam > 
et tangendo evadit nodus, atque Hyperbola 
nodata ; et figura constat ex Hyperbolis dua- 
bus inscriptis ad d, ^ cum nodata ad D : qux 
est Species decima secunda. 

Species XIII. Fig. 24. 

Si radices tres aequentur , nodus evadit cus- 
pis, et curva constat ex Hyperbolis duabus 
inscriptis ad , i' , et cuspidata ad D : qu« 
est Species decima tertia. 

. Species XIV, XV. Fig. ly, 16. 

Si radices duae minimae «quentur, ovalis, 
quae in speciebus 10 *, ct ii*, obtinebat eva- 

Kz 
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TAB. punctum. Et %nra vel constat ex Hyper- 
' bolis duabus iziscriptis ad d y ^ ^fig. 25.) cura 
circumscripta ad D : qux est decima quarta ; 
vcl constat cx Hyperbolis duabus ambigenis ad 
d, ^ {fig. z6.) cum inscripta ad D : qux est 
Spccics decima quinta. 

Species XVI , XVII, XVIII, XIX. 

//g-. 25, 26, 27, 28. • 

. Si cx radicibus dux sint impossibiles, purat 
habebuntur tres Hypeibolx sine Ovali , decus- 
satione , cuspide vel puncto conjugato. Et hu- 
jus species sunt quatuor : nempe decima sexta 
(fig. ay. ") si circumscripta jaceat ad D, deci- 
ma septima (Jig. 26.) si inscripta jaceat ttdD; 
decima octava (fig. 27.) si circunascripta ja- 
ccafad latus trianguli , et decima nona {fig. 28. ) 
si inscripta jaceat ad latus trianguli. . > 

Species XX, XXI. Fig. 50 , 31. 

Si radices sint xqualcs , ct tertia est signi di- 
versi', quatuor crura in Abscissa concurrunt. 
Et figura constabit cx inscripta et cruciformi. 
Quod si inscripta {fig. 30. ) jaceat ad angulum 
trianguli , Spccics est vigesima ; sin jaceat in- 
scripta {fig. ad latus trianguli, Species 
est vigesima prima. - , 
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Species XXII ^ XXllI.^ Fig. 51, 32. 

Si radices dux siut inxqiialcs et teitia^,cst 
signi diversi , crura quatuor qux in speciebus 
duabus novissimis conjungebantur ab invictfii 
segregantur. Et figura constabit ex HypetbO- 
lis duabus inscriptis, iti angulis Asjmrptoton 
oppositis jacentibus cum conchoide interme- 
dia. Si conchoiS (Jig. 31.') jaceat ad easdem 
Asymptoti d 1 partes cum triangulo T)di^\ 
Species est vigesima secunda; sin jaceat ad 
diversas 32..) Species est vigesima tertia. 
Hi sunt casus omneS radicum xquationis'' 

X y' ~ a b x' c X d. 

HyperboLce quatuor cuni sex cruribus ad tres 
Asymptotos triangulum faciemes jacentibus ^ 
quae tres habent Diametros ad ordinatai 
. duarum dimensionum. 

\ 

Si in xquationc xy' — a x^-\-bx^-\-cx-\-d, 
sit F = /Sf ac t figura habet tres Diametros ad 
ordinatas duarum dimensionum : et crura ean- 
dem Asymptoton adjacentia ad easdem ejus 
partes scmpbr in plagas oppositas protensa ja- 
cent. Nunquam hxc figura decussat Asympto- 
tos , adccquc semper constat ex tribus inscri- 
ptis Hypetbolis. Sequitur {^tiCoroU 9; PrOp. 16.) 

K j 
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5 >ca«XXIV. Fig. 33. 

it 

Si sequationis ax^ -+-bx" — x d—o 

( b^ \ 
posito pro c ejus valorc — ) radices tres sint 

4 a' 

rca’es, ejusdem signi et inaEqua'es, figura con- 
stat ex Hypcrbolis tribus inscriptis cum Ovali 
intra triangulum D di' : qux est Species vi- 
gesima quarta. 

Species XXV. Fig. 33. 

Si radices dux minimx xquentur. Ovalis in 
punctum evanescet , et figura constat ex 
tribus Hypcrbolis inscriptis cum puncto con- 
jugato : qux est Species vigesima quinta. 

Species XXVI, XXVII. Fig 33, 34. 

S: radices dux imaginarix sint , figura con- 
stat ex tr bus Hypcrbolis inscriptis snie Ovali 
vel puncto conjugaro. Quod si hx Hypcibo’x 
jactant ad angulos triangu'i DdS^ (Jig. 33.) 
Species est vigcsmia sexra' , s>n jaceant (fig. 
34. ) ad latera ejusdem , Species esc vigesima 
septima.. . ■ 

Pii sunt omnes casus radicum xquationis 
b^ 

fl ac’ H- A x’ -P- — X -+■ d iar o ; nam impo«$ibilc 

4 « • 
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est duas ejus radices maximas , vel omnes 
inter se aequari. Impossibile itidem est duas 
radices esse ejusdem signi , et tertiam sigqi ab 
iis diversi. 

Hyperbolae novem cum sex cruribus jacenti- 
bus ad tres As^mptotos ad unum punctum 
convergentes. 

Si aequationis 

xy'-~ey=^ax^-\-bx^-\-cx-^d 
desit terminus 3 x’, tres Asy.mptoti ,(per Co- 
roll. I. Prop. 1^. ) in uno codemque puncto 
conveniunt. Et in illo casu (per CorolL.y. 
Prop. 16.) figura nunqu.am habet ovalem, 
nodum, cuspidem vel punctum conjugatum: 
Species ejus ergo omnes sunt purae, et, ex 
puris hactenus enumeratis facillime enumeran- 
tur, ut sequitur. 

Vertuntur Species quinta ct sexta in 'vige- 
simam octavam {fip. 3<^). 

Septima ct octava in vigesimam nonam 
(./?§■• 55 - )• 

Nona in tricesimam 37.) quando an- 
guinea transit per centrum , et in iriccsitnam: 
•primam (Jzg-. 36.) ubi non. transit per cen- 
trum A. . . 

^ Hx quatuor Species Diametrum non ha-, 
benti 


T A fi.' 
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Vcrumrcr ‘pecics decima sexta et decima 
ocf:;va {fig. 38.) in tricesimam secundam. 

Species decima septima ct' decima nona 
{fig. 35).) in tricesimam tertiam. 

Vigesima et vigesima prima {fig. 40.) in 
tricesimam quartam. 

Vigesima secunda ct vigesima tertia (fig. 41.) 
in tricesimam quintam. 

Et hx quatuor Species unicam habent Dia- 
metrum. 

Ac denique vertitur Species vigesima se.xta 
et vigesima septima {fig. 42.) in tricesimam 
sextam. Ha:c figura habet tres Diametros. 

Nulla hic oriri potest difficultas , modo con- 
sideremus specicrum singu’arum duarum , in 
unam hic coa'esccntiiim , divcrsitat«Hn antea 
debitam fuisse triangulo ab Asymptotis com- 
prelicnso, quod nunc in nihil evanuit. 

Hypcrbolx sex cum duobus cruribus ad eandem , 
Asymptoton jacentibus. 

Si arqiiationis ■ 

— € y ~ u x' -f- ^ X* -f- e oc -h r/ 
terminus a x’ sit negativus , figura ( per Cod 
roll. 17. Prop. 16 . ) habebit duo taurum cru-' 
ra ad un-cam Asymptoron jacentia : et htee 
crtira (per Co roU. -n, Prop. 16.) ad diversas 
Asympteti partes in plagas oppositas extensa 
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jaccbunr. In illo casu erit 

= 5 ^ - V ( — ax‘'-\-b H - c cf jc -Hi g") 

ubi constat ordinatam j fore possibilem quando 
quantitas — a x* ~\- b c x" d x tf’est 
affirmativa , et impossibilem quando negativa. 

XXXVII. ivg-.43. 

Si xquationis ax* — bx^ -hc x''-\-dx e* 
radices omnes sint realcs inaequales, eae sunto 
A P , , A"^, A p ; erige ordinatas P 2\ 

j > P ^ , et erunt T, 'i, t limites ; et 
intra , t continetur Ovalis : adeoque figura 
constat ex ovali cum anguinea circa Asym- 
- ptoton flexa : qux est Species tricesima sep- 
tima. , 

Species XXVIII. Fig. 44. 

Si radices dua: medix AP, A p xquentur , 
ovalis tangit anguineam, et inde figura cons- 
tat cx Hyperbola unica nodata : qux est spe- 
cies tricesima octava. 

i>eaei XXXIX. Fig. 

Si radices tres ejusdem signi sint xquales, 
nodus migrat in cuspidem , et figura constat 
cx iMiicd cuspidata ; qux est Species tricesima 
nona. ' 






\ 
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Species XL. Fig. 47. 

Si e radicibus ejusdem signi dux maximx 
xquentur ; ovalis qiix in specie. 37* obtine- 
bat, in punctum minuetur : et figura constat 
ex puncto cum anguinea circa ordinatam pri- 
mam fiexa ; qux est Species quadragesima. 

Species XLI, XLII. Fi^- 46 , 47. 

Si c radicibus dux sint impossibiles , ma- 
nebit anguinea pura : quod si illa transit per , 
centrum {fig. 47.) Species est quadragesima 
prima. 

At si non transit per centrum {fig. 4(3^) Spe- 
cies est quadragesima secunda. 

Hyperbolae septem cum duobus cruribus ad 
eandem Asymptoton extensis-, cum Diametro 
ad ordinatas duarum dimensionum. 

Si desit terminus ey. Abscissa est Diame- 
ter, er (per CoroLl. 7. Prop. 16.) crura ad 
. easdem ordinatx primx partes jacentia in pla- 
gas contrarias in infinitum serpunt. Invenietur 
y — tVi — a X* ■+■ b c x'‘ -i- d x) , 

■■ • — ■ - » - I . . • , ,1 • 

X 

adeoque omnes casus xquationis patescunt 
describendo parabolam xquationc 
1 = — a xd b x^ c X- d x definitam. 


V 
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Species XLIII. Fig. 48. 

Si aequationis a x’ — b c x d radices 
sint omnes reales ejusdem signi et inccqnales , 
figura constat ex conchoide cum ovali ad con- 
vexitatem ejus : qux est Species quadragesima 
tertia. 

Species XLIV- Fig. 49. 

Si radices dux sint inxqualcs , et ejusdem 
signi , ct^tertia contrarii , figura constat ex 
conchqidc cum ovali ad concavitatem : qux 
est Species quadragesima quarta. 

Species XLV. Fig. jo. 

Si radices omnes sint ejusdem signi, et dux 
minimx xquentur, figura constat ex Hyper- 
bola nodata ; qux est Species quadragesima 
quinta. 

Species XLVI. Fig. 51. 

Si tres radices xquentur, nodus evadit cu- 
spis, et figura evadit Cissois Veterum ; qux est 
Species quadragesima sexta. 

Spdcies LXVII. Fig. 53. 

Si radices dux maximx xquentur et tertia' 
sit ejusdem signi, figura constat ex conchoide 
cum puncto ad convexitatem ; qux est Species 
quadragesima septima. , 


TAB. 

IV. 
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Si radices dux xquentur et tertia sit si?ni 

X e* 

contrarii , figura constat ex conchoide cum 
puncto ad concavitatem (yig-. ji.). Qnx est 
Species quadragesima octava. 

Species XLIX. Fig. fz, 55. 

Si radices dux sint impossibiles , figura con- 
stat ex conchoide sola : qux est Species qua- 
dragesima nona. 

PROP. XVII. TBEOR, \ 

.^quatio xy'’ — e y = * b x" e x-\- d , 

designat figuram habentem quatuor crura 

quorum duo sunt HypcrboHca ad ordinatam 

primam jacentia; et duo sunt Parabolica in 

eandem plagam extensa , qux pro Asymptoto 

sortiuntur parabolam Conicam. 

Sit A B — X , B Cr=y. [fig. z8.) Invenies 

„ _ . e + V e’) . 

y — 1 ^ ^ . 

X X 

e d 

reducatur pars irrationalis in seriem j- - &c 

zjc e . 

c6 citius convergentem quo minor est x ; 

atoue unus ordinatx valor erit — ^ &c. alter 
" e 

1 - &c.- valor ille primus indicat ordina- 

X ■ e 

tam primam secare curvam : et valor hic ul- 
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timusl. -h - (per Coroll. 2. Prop. 7. ) 
X e ' 

indicat ordinatam primam Ad esse Asympto- 
ton , habentem duo crura ad diversas ejus 
partes jacentia , in plagas oppositas progre- 
dientia. Evadat jam x utcunque magna, et 
etiam sine limite augebuntur ordinatx y duo 
valores : qux curva habet alia duo crura inii- 
nita : Quod si mutetur signum ipsius x, hoc 
est, si sumatur Abscissa ad aUeras partes, 
terminus Bx' evadet negativus-, et inde au- 
gendo X ad illas partes ordinata tandem eva- 
det imaginaria. Igitur curva habet quatuor 
tantum crura infinita. Reducatur y in seriem 

t \/ b X ± £- — &:c. unde .(per Prop. 6 .) 

2'^ b X 

t.\/ b X est Ordinata Asymptoti quae quidem 
est Parabola conica , axem habens AB, la- 
tus rectum b et verticem A. Q. E. D. 

CoroU. i. - Si terminus e x sit affirmativus , 
parabola conica jacet intra crura hujus figu- 
rx; sin negativus parabola conica figura: crura 
in sinu suo complectitur : ut constat ex Co- 
rolL 2. Prop. 6 . 

Coroll. 2. Parabola ha:c conica numquim 
secat curvam in pluribus punctis quam in 
duobus. Occurrat ordinata B C parabola: E , et 
erit idcoque ubi Parabola 
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secat curvam evadit j = i x, coeuntibus 

punctis C', E ; et v* — Bx, unde x = 2 . quem 

b 

vaiorem pro x in xquatione substitue , et 


invenietur y 


be±V (b^e' — 4^cd) 


punc- 


ta igitur intersectionis ad summum duo tan- 
tum sunt , quum «quatio eadem determinans 
est duarum dimensionum. 


Coroll. 5. Igitur Parabola vel secat figuram 
in duabus punctis vcl in nullis; proptereaquod 
«quatio quadratica vel habet duas radices pos- 
sibiles vel nullas. 


Coroll. 4. Si ^cd majus sit b , Parabola 
non secat curvam , quoniam xquatio 

b e tV (b' e‘‘ — ^b e d) 

z c ■ 

puncta intersectionis determinans, erit impos- 
s bilis.. Nam quantitas vinculo quadratico in- 
clusa est negativa; et in illo casu crura Para- 
bo'« jacent intra crura figurx. 

Coroll. 5 . Si 4 rf «qualis sit b e'. Parabola 
tangit curvam. Nam sint F , K puncta inter- 
sectionis, F G , K H ordinat« ab Abscissam ; 
possunt h« ordinarx ad diversas vcl easdem 
Ab<ciss« patres jacere: et si sit d=zb e' is- 
tarum rectarum evanescit differentia; adeoque 
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coeunt intersectionis puncta, ct ex iis coeun- 
tibus conflatur punctum contactus. 

Coroil. 6 . Si parabola secet curvam in duo- 
bus punctis, jacent harc puncta ad easdem vel 
diversas Abscissx partes, prout terminus cx 
est affirmativus aut negativus : ut ex Corolla- 
rio primo facile colligitur. 

CorolL 7. Si desit terminus ey , Abscissa 
est diameter , et curva non decussat Asym- 
ptoton A c/, sed crura ad easdem ejus partes 
in plagas oppositas extensa jacebunt. 

CorolL 8. Et qiundo decst terminus ille eyy^ 
puncta intersectionis JF, K in eadem ordinata 
jacebunt, coeuntibus punctis G , H. 

CorolL 5>. Et in illo casu Parabola secat cur- 
vam , vel non secat, prout terminus cx est 
negativus aut affirmativus : ut constat ex Co- 
rollario secundo. 

Enumeratio Specierum curva quam designat 

aquatio xy' — ey=»=*bx*-f-cx-{-d. 

Figura septem partim Hyperbolica , partim 
Parabolicay scilicet qua habent duo crura 
Hyperbolica, et duo Parabolica. 

Species L. Fig. ^4. . . 

Si aquationis b x‘>-\-c x' dx-y-^ e^ == o 
extrahantur radices tres A P , Aar , A-^, ct 
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IV. 


ab carum extremis erigantur Ordinatae toti- 
dem P7’, hae tangent curvam in 

punctis T, T , 1 , qui sunt limites. Nam si tres 
radices sint omnes realcs ejusdem signi et 
inaequales , crura Hypcrbolica et Parabolica ad 
easdem Abscissae partes positx conjunguntur, 
et intra limites ir,i. continetur Ovalis ; qusc 
est Species quinquagesima. 

Species IS. Fig. 

Si e triKus radicibus ejusdem signi dux mi- 
nores inter se aequentur , Ovalis accedet ad 
figurarum Hyperbolico- Parabolicarum 
Nodum cfliciens ; qux est Species quinqua- 
gesima prima. 

Species LII. Fig. 

Si tres radices xquentur, nodus migrabit 
in cuspidem; qux esc Species quinquagesima 
secunda. 

Species. LUI. Fig. S/. 

Si e tribus radicibus ejusdem S'gni , du* 
majores xquentur , Ovalis evanescet in punc- 
tum conjugatum : qux est Species quinqua- 
gesima tertia. 

' Species 
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Species LIV. Fig- j/, 58. 


TAB. 

IV. 


Si dux radices sint imaginarix ; manebunt 
dux purx figurx : qux est Species quinqua- 
gesima quarta. 

Species LV. Fig. 59. 

Si radices dux xquentur, ct tertia est signi 
contrarii ; figura evadit cruciformis : qux est 
Species quinquagesima quinta. 

Species LVl. Fig. 60. 

Si radices dux sint inxquales, ct tertia est 
signi contrarii ; figura constat cx Anguinei 
circa Ordinatam primam flexa, cum Parabola: 
qux est Species quinquagesima sexta. 

Figurae quatuor //. perbolo - Parabolicae 

cum Diametro Abscissa. 

Species LVII. Fig. 61. T 

Si xquationis b x' c x d-=^o radices 
sint imposs'bi!cs , crura Parabolica junguntur 
cum Hyperbolicis ad easdem Abscissx partes : 
Qux est Species quinquagesima septima. 

Species LVIII. Fig. 61. 

Si radices dux sint xquales ct ejusdem sig- 
ni , figura evadit cruciformis : qux est Species. - 
quinquagesima octava. 

L 
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'■ Species LIX. Fig. 63. 

Si radices sint ejusdem signi et inxquales, 
fisim-a constat ex conchoide cum Parabola ad 
easdem partes Ordinatx primx ; qux est Spe- 
cies quinquagesima nona. 

Species LX. Fig. 64. 

Si radices sint signi diversi , Conchois et 
parabola ad diversas ordinatx primx partes 
jacebunt : qux est Species sexagesima. 

■ PROP. XFIIL THEOR. 

Fid.Fig. tiy, 66, 67, 68. 

\ t 

.^quatio jc jk"* — e ^ c X -f- ii designat 

figuram habentem sex crura Hyperbolica ad 
tres Asyniptotos , quarum dux sunt Abscissx 
■ parallclx , jacentia. 

e d 

Reducatur y in seriem _ _ &c. eo ci- 

X e 

tius convergentem , quo minor est x ; 'unde 
(per Coroll. z. Prop. 7.) ordinata prima est 
Asymptotos habens duo crura ad diversas cjiis 
partes jacentia, et in plagas oppositas progre- 
dientia. Abscissa x ad utrasque partes in infi- 
nitum 'augeri potest, et ordinata numquam 
evadet impossibilis. Reducatur y in seriem 
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eo citius convergentem quo major est x , 
tV c + scc. 

2. X\/ e 

Unde ( per Prop. ) i- e est ordinata Asym- 
ptoti ad Abscissam x pertinens. Sume igitut 
in ordinata prima duas rectas hinc inde a:qua- 
Ics V e, et rectae ductae per carum extremi- 
tates Abscisste paraliclcc , erunt dux Asymprotii 

Coroll. I. Si i/ -H e \/ e sit quantitas affir- 
mativa, Asymptotos jacet inter ejus crus 
et Abscissam j sin negativa contrarium acci-^ 
dit. 

Coroll- z. Crura adjacentia Asymptotos 
i' y semper jacent ad diveisas earum partes •' 
Nam si signum Abscissx mutetur, quantita- 
tis d-{-e\l e signum mutabitur, '' 

Coroll. 3. Curva non decussat Asymptotos 
dg,^Y (per Coroll. G. Prop. 4.). 

Coroll. 4, Eodem modo oftenditur, quo in 
Coroll. t. quod si sit — e V ^ quantitas af- 
firmativa , Asymptotos v ^ jacet inter crus et 
Abscissam. 

Coroll- y . Ergo si d-\- e ^ d — <r y" e 
sint quantitates cjusdcm signi , Asymptoton 
dg^^y extremitates unx ad eandem plagam 
tendentes jacent extra crura, et reliqux in- 
trh. 

Coroll- C.S>\ d-\- e ^ e , d — e \/ e sint signi 

L a 
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TAB. contrarii, Asymptoton g-, i' y extremitates 
ad plagas oppositas ductse jacebunt intra crura, 
reliqux extra. 

Cofoll. 7. Crura adjacentia Asymptoton 
jacent ad easdem vel diversas ejus partes, prout 
abest vel adest terminus ey. 

Coroll. 8. Si desit terminus ey ^ extremitates 
una; Asymptoton in eandem plagam extensae 
jacent intra crura , rcliqux extra. 

Coroll. 9. Si terminus cx sit negativus j fi- 
gura habet duo tantum crura ad ordinatas 
primx easdem vel contrarias partes jacentia , 
prout abest vel adest terminus ey. 

Enumeratio Specierum curvae quam designat 
aequatio xy* — ey=rcx + d. 

Species LXI. Fig. 6y. 

> Si xquationis c x’ -4 - -4-7 e’ = 0, radi- 

ces sint reales , cx necessario habebunt eadem 
signa , et erunt inxquales : atque figura con- 
flabit cx tribus Hyperbolis , Inscripta ad dy 
ambigena ad s , cum tertia intra Asymptotos 
parallelas ; qux est Species sexagesima prima. 

Species LXII , LXIII. Fig. 66 , 67. 

Si xquationis illius radices sint imaginarix , 
habebitur Anguinea intra Asymptotos panri- 
Iclas, cum duabus inscriptis : si Anguinea tran- 
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sit per centrum (Jig. 6j.) Species est sexagesima T a b* 
secunda; si non trartseat per centrum (fig.^6.) V- 
Species est sexagesima tertia. 

Species LXIV. Fig. 68. 

Si desit terminus ey , figura constat ex Hy- 
pcrbola intra Asymptotos parallelas , cum dua- 
bus inscriptis : qux est Species sexagesima 
quarta. 

Species LXV, LXVI. Fig. 69,70- . 

Si aequationis xy^-\-ey~cx-\-d, termi- 
nus c ac sit negativus ; figura constat ex An- 
guinea pura : si Anguinea illa transit per cen- 
trum , Species est sexagesima quinta ; at si 
non transit per centrum , Species est sexage- 
sima sexta. 

Species LXVII. Fig. 71. ' 

Si desit terminus e aequatio 
ac 7’= — c x-^d , 

designat conchoidem puram : qux est Species 
sexagesima septima. 


L3 


V 
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TA 1. 
Y. 


PROP. XIX. THEOR. 

jEquatio xy’ — cy = *** + d designat 
Figuram habenian quaiuor crura. 

Vide fig. 71 , ubi A B = X, B C=y,'m- 

i. /» + \/ ^ /V V* i ■ i. ^ 

venietur y =- — •*• ■■■■■ •■ 1— i ' , id est per 

JC 

methodum sericrum ^ y = - - -f- &c, 

e e 

Unde Ordinata prima A G est Asymptotos 
habens duo crura adjacentia. Augeatur jam x 
perpetuo» etj non evadet impossibilis ; quare 
curva habet alia duo crura : quod si murcrur 
signum ipsius x, evaderj tandem imaginaria j 
adeoque curva ad illas plagas in infinitum non 
perg't Quoniam vero augendo x,y perpetuo 
dim nuitur , patet Abscissam esse alteram 
Asymproron habentem duo crura ad diversas 
ejus partes jacentia , in plagam eandem pro- 
tensa. Q. E. D* 

CoroLL Abscissa non secat curvam; nam (. per 
Coroll. 4. Prop. 4 ) tria intersectionis puncta 
abeunt in infinitum. 

Species LXVIII. Fig. 71. 

'Si adsit terminus ey , figura constat ex dua- 
bus Hypcrbolis , Inscripta er Ambigena: qujc 
est Species sexagesima octava. 
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Species LXIX. Fig. 73. 

At si desit terminus ej, figura constat ex 
duabus inscriptis in angulis Asymptoton dein- 
ceps jacentibus : qux est Spccics sexagesima 
nona. 

PROP. XX. THEOR. 

jEquatio XV — ax’-i-bx*H-cx-|-d desig- 
nat figuram habentem duo crura IlyperboLiCa 
ad Ordinatam primam jacentia ^ et duo Pa- 
rabolica quae pro Asymptoto habent Para- 
bolam Conicam. 

Sit Abscissa A B'=zx , Ordinata B C=y. 
Est y = a x' b x-\- c , sit jc infiniti 

.V - 

parva, et critj'= ^ , igitur (per Cordi. 1. 

X 

Prop. 16.) Ordinata prima habet duo crura 
ad diversas ejus partes jacentia, ct in plagas 
oppositas progredientia. Augeatur jam x tam 
versus dextram quam sinistram in infinitum, 
ct valor ipsius j semper erit affirmativus, ct 
etiam sine limite increscet. Sumatur 
BEs=ax'-^bx->rC, 
eritque ( per Prop. 6.) locus omnium E Asyin- 
ptetos curva:, qux quidem est Parabola Co- 
nica- Q. E. D. . i 

' L 4 , 


I 


T A B. 

V. 


C ' 


I 
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Coroll. I. Haec Figura nunquam decussat 
ejus Asymptoton A G. Nam tria intersccro- 
n’s puncta abeunt in infinitum. Adeoque crura 
Hyperbolica et Parabolica ad easdem partes 
rectae {Jig. 73.) A G jacentia semper copulan- 
tur : Et proinde hujus figurx Species tantum 
est unica , qux est septuagesima. 

Coroll. z. Parabola Conica nunquam decus- 
sat hanc curvam; secet enim, si fieri possit, 
et erit ^ C = o , adeoque etiam o, quod 

fieri nequit. 

Coroll. X. Srx A D = — — , ordinata 

xa 

D F = ^ ^ ^ : Vertice F, Diametro D F, 

ct latere recto - descripta Parabola est Asym- 
a 

ptotos curvae. 

PROP. XXL THEOR. 

AL^uatio y* = ax’-+-bx*-hcx-f-d designat 
figuram habentem duo crura Parabolica in 
oppositas plagas errantia. Vide fig., yy. 

Augeatur x in infinitum, ct simul auge- 
buntur ordinatae jy duo valores hinc inde xqua- 
les , ergo curva habet duo crura infinita. At 
si mutetur signum Abscissa: , terminus a x* 
evadet negativus : ct proinde datur certus Ii- 
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mes , u!tr'a quem x ia illas plagas non pergic. 
Reducendo y in seriem patebit crura esse Pa- 
rabolica. Q, E. D. 

1 

Enumeratio Specierum curvae quam designat 
aequatio 'j' -\-b X* cx -k- A. 

Species LXXI. Fig. 75 , 

Si squationis tzjc’- 4 - 3 x*-|-cjc 4 -c/=ro, 
radices omnes sint reales et initquales, Pani- 
bola habet Ovalem ad verticem : qux est Spe- 
cies septuagesima prima. 

Species LXXII, LXXIII. Fig. 77, 78. 

Si radices duai ajquentur , figura vel prodit 
Nodata {fig. 77. ) qux est Species septuage- 
sima secunda ; ve! punctata {fig. 78. ) qux est 
Speciens septuagesima tertia. 

Species LXXIV. Fig. 80. 

Si tres radices xquentur, figura erit cuspi- 
data , qux est Species septuagesima quarta. 

Estque haec figura Asymptotos Parabolarum 
quam designat aequatio 

y‘ r= a x’ b X* H- c X H- d. 

Species LXXY. Fig. 78, 79. 

Si radices dux sint impossibiles, figur.1 erit 
pura campaniformis , Spccicm constituens 
septuagesimam quintam. 


V 


\~o Linece unii ordinis NETrTOiUAiJjE. 

Species LXXVI. Fig. 8i. 

In quarto casu a:quatio erat ' 

y — a b c X d : 
qux (per Prop. 8.) designat figuram habentem 
crura contraria, qux Parabola dici solet 

Et sic Species omnino sunt septuaginta sex. 

Linex tertii ordinis inter sc forma haud pa- 
rum difTerunt , scilicet ut Ellipsis a circulo, 
vel Hyperbola xquilatcra 'a reliquis. 

Sed et aliquando vertices figurarum quas 
concavas descripsimus, forrpam cuspidis in- 
duunt : at cuspides istiusmodi non componun- 
turvcx nodis infinite parvis, nec unquam pro- 
deunt admodiim acuti. 

Determinatio Locorum Geometricorum. 

Postquam Species omnes Linearum alicujut 
ordinis enumerantur convenit ut dignosca- 
tur Species quam constituit Linea particularis 
xquatione quaibet proposita denotata. Innu- 
merx enim xquationes, quoad formam mul- 
tum inter se discrepantes, eandem Lineam 
des’gnare possunt. Linex qux excurrunt in 
infinitum ex Asymprotis suis optime deter- 
minantur; ovales vero ex Diametris. 

Sit 

y A xy B y C x" -\-D X E 
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JEcluatio universalis ad coni sectiones. Ha;c ra- 
quatio (per Frop. lo.) facillimo convertetur 
in hanc [fig. 1 1.) j * = A x' -f- 5 x -h C Et fi- 
gura erit Hyperbola , Par..bola aut Ellipsis prout 
terminus A affirmativus est, nnlius aut ne- 
gativus. 

In primo casu, quando Egura est Hyperbola, 

sumendo Abscissam novam — x H- aiqua- 

i A 

tio induet hanc formam y^'=Ax^-\- B. Sic 

jam C B Abscissa — x, Ordinata B D — j,* 
et erit principium Abscissx C centrum Hy- 
perbo'ae. Sume in ordinata B D ; B E ^ B 2 
hinc inde xqualcs x, et (per Prop. 6 .) erunt 
CE, Ce duas Asymptoti : ducatur C H N 
bisecans angulum Asymptoton, et etit CN 
axis. Sit //vertex figura: , HGF ordinarim 
applicata ad diametrum CB , transiens per 
verticem. Concipiatur jam ordinata T) d motu 
parallelo ferri donec cum ordinata F H coeat; • 
ct in illo casu erit dN—o , adcoqne B D—DAi 
Ob datos trianguli C B N angifos , datur ra- 
tio C B ad B N, vel x ad B N. Sit ergo 

X : B N: : C: D , ct erit B N = ; est 

stib B D =y=\/^{A x' B). Fone ergo 

(B D=) \/ {A X- B ) ~ et: invC'^ 

0 


1 
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nies x = C G = C\^ — — ' sit ergo 

D^ — A O ^ 

C G : G H: : C : D , et erit H vertex; atque 
inde si erigatur normalis H K Asyn^toton 
secans in K ; erunt CH, HK semi-axes 
conjugati. Datis vero CH^ HK semi-axi- 
bus conjugatis facile describitur Hyperbola. 
Q. E. F. 

Si figura est Parabola , tequatio erit 
y'^ — Ax->rB, vel sumendo principium Abs- 
cissa: in curva , = A x. Sit Abscissa A B=x, 

(fis- 5 1 .) ordinata B C vel B c=y. Per A duc 
A/ perpendicularem ad Abscissam : secat 
ea curvam in Z , ordinatam vero C c in AI. 
Sit LD N K ordinata Abscissam in secans. 
Moveatur ordinata B C motu parallelo donec 
coincidat cum LDK, et in illo casu erit 
AI c= o , et proinde B AI r=B C =y- Ob 
datos trianguli A B AI angulos datur ratio 
A B zd B AI , vel ac ad 5 M ; sit igitur 

x : B AI: : C: Di et erit BM — Pone 


^ =y = ^ Axjtti 


invenies 


A . 

X — -jy~ = ^ ^ i datur ergo AN i et etiam 

dabitur N L qua: est ad A Nut D ad C Da- 
tur ergo punctum Z , et recta A Z tam ma^ 
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gnitudine quam positione. Biscca A L 'm E 
ct sit H E D normalis ad medium ejus pun- 
ctum E , ct erit H E axis. Sit vertex //, HGF 
ordinata ad Diametrum A B transiens per //, 
ct in illo casu erit y=GH, est vero G H 

C~* T 

data quantitas : et erit x = — ■ — = A G. 


Datur punctum G ; per quod punctum si du- 
catur ordinata G H arqualis data: recta: D N, 
dabitur vertex H , ct recta H E ; est vero la- 


AE^ 

tus rectum principale a:qualc _ , quod exin- 

B t 

de dabitur. Datis jam axe HE, vertice H ct 


latcro recto 


4 F* 

j-^ describi potest Parabola. 

2 LZt 


Q. E. F. 

Si figura sit Ellipsis (ftg. 32.), a:quatio erit 
y = — A x"‘ -i- B X -h C, qux in hanc redu- 
citur y' — B — Ax'. Sit Abscissa CB = x , 
Ordinata B D vcl B d = j. Eritque principium 
Abscissa: centrum Figura:, Secet curvam in L, 


ct erit CL~~^^ : centro C radio CL des- 
A 

cribe circulum Z E Eliipsin secantem in E : 
sitque E N ordinata ; E P perpendicularis in 
Abscissam ct dabitur specie triangulum NP E. 
Sit ergo N E : E P : : C: D, id esc 
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y : E P : : C : D, unde 

EP^^/:, PN^^xVi.O-DD). 

C y 

77 

Est vero per naturam curva; C N= V » 

A 

adeoque tota 

CP = |, V(C’-D0H-V 

et est C £"= V ^ adeoque xquatio 

c — CP"" -f- P E^ dabit y vel E N\ et in- 
de invenietur E N Abscissa correspondens ; 
atque adeo datur punctum E-> et per conse- 
quens recta CE positione. Duc rectas K C, 
CII bisccantcs angulos ACE, ECL; et 
hi erunt axes, qui itaque positione dantur. 
Eorum vero magnitudo sic determinatur : 
Occunat ordinata B T) axi in N , et ducatur 
H G F. Ob damm specie triangulum C G H , 
datur ratio CG ad G H, sit ergo C H: G H 

vel CB : BN C:£),ct crit5iV= ^ 

Sed cum ordinata B D coincidit cum G H, 
evadit BN xqualis G H=yr=:^ Hp. ; in x- 

quationc substituendo illum ipsius valorem, 
Qx\t = B A x' , unde 


Di ; : , C.OO^jIc 
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X = C G C \/ 


B 


D^-^AO’ 

adeoquc dabitur ordinata GH; cr punctum H, 
atque inde dabitur C’// magnitudine. Et eodem 
modo invenire licet axem minorem. 

Hxc tria Problemata soluta dare malui cx 
nuda natura xquationum curvas definientium , 
quam per quasdam Apollonii Propositiones 
more veterum Geometrarum ; Koc modo 
en'm melius innotesent analogia inter Loca 
secundi ordinis et Loca tertii et superiorum 
ordinum. Proprietates sectionum conicarum 
k Geometris hactenus traditx sufficiunt ad de- 
terminanda loca qua; incidunt^ in sectiones 
coni : consimiles vero linearum superiorum 
ordinum proprietates traditas nondum habe- 
mus. Qua ratione vero invenire licet quam 
Speciem constituit linea tertii ordinis xquatio- 
ne qualibet designata, cx propositione dcci- 
m.i quinta constare potest ; quod per sequen- 
tia plenius adhuc constabit. 


Exemplum primum. 


Oporteat invenire quam speciem constituit 
Linea xquationc y x' = a' designata, ubi 
ordinata; insistunt abscissa ad angulos rectos. 

{fis- 33 -) 

Mutetur signum Abscissx et xquatio evadet 
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ct inde (per Theorema Newtoni) 
y =i: jc -h -H &c. Sit Abscissa A B y duc 

V** 

rectam A C per initium Abscissx, qnx cum 
Abscissa angulum semirectum contineat, et 
(per Prop. 6.) erit A C Asymptotos. Et quo- 
niam unica tantum istiusmodi series obtineri 
potest , curva habet nisi duo crura infinita ad 
eandem Asymptoton jacentia, ct (per Coroll. 
z, Prop. 6.') hxc crura jacent ad easdem Asym- 
ptoti partes; et inde Coroll. 7. Prop. i< 5 .) 
curva habet diametrum ad ordinatas duarum 
dimensionum. Sit E punctum quodiibet in 
curva. Ordinata E Dr=y, Abscissa^ Z?r=x> 
Ordinata nova Asymptoto parallela FEr=v, 
Abscissa correspondens A F erit 
y x = v\/ T — ?• 

In xquatione j’ = ac’ H- a’, hosce valores sub- 
stitue, et proveniet 
i v' Vr— f v\/v — 
vel 3 ^ V* — 6 i' v\/ -i =z — i Unde 
(per Prop. 10.) j est ordinata Linex bi- 
secaniis ordinatas v ad curvam terminatas : 
Duc igitur rectam ACt per principium Abs- 
cissae Asymptoten sccamcra ad rectos angu- 
los; ct illa erit recta bisecans ordinatas. Oc- 
currat ca ordinaix E F in G; et sit Abscissa 
no\'o AG = x, ord in a ta co rrespondens E G =y. 

Erit 
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Erit = z , v=j-hjfy in aequatione 
37 V* — 6 V \/ ^ = 1 —■ z hosce valo- 

res pro ^ , V substitue , et orietur 

3 xy* \/i=za’ — ^ 

vel ponendo 

a = e y/ 2 , 3 xy^ \/ x=^c^ \/ z — ac*\/2, 
et dividendo per 2 , 3 xy^ = 4C’ — x’ ; cum- 
que aequatio haec sit ejusdem formae cum hac 
X y* — ey'=ax^-^-6x^-^cx-\-d, ubi decst 
terminus ey ^ et ax^ est negativus, et praete- 
rea aequationis aX‘^-\-b3<^~\-cx-k-d radices 
dua: sunt impossibiles, figura constituit Speciem 
quinquagesimam nonam. Q. E. I. 

Exemplum secundum^ 

Oporteat invenire qUam speciem constituit 
Linea aequatione y' — 1 xy' -h x'y — d? =0 
designata, ubi ordinatx insistunt abscissa: ad 
angulos rectos : hujus aequationis tres radices 
seu valores ipsius y reductae in series eo citius 
convergentes quo major est abscissa x sunt 


1 V 

,v -f- 

^ a’ 

Scc. 

a’ 

2 X* 


V- 

a’ 

&c. 

}/ ax 

2 X* 

a’ _j_ 2 tz‘ 

7 a’ 
•+* ^ 

* 4 * &Ci 

X* X' 

x‘ 



Sit Abscissa A B=^x, {fig. 34 ) Ordinata rec- 

M 
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tangula C’v : in illa ordinata sit BD=AB, 
junge A D , ct (per Prop. 6.) erit illa Asym-* 
ptotos , qiue pro dualxis Asymptotis coeun- 
tibus habenda est ; siquidem duo termini prio- 
rum sctierum coincidunt : unde hsec Linea 
vel constituit speciem sexagesimam octavam 
vel sexagesimam nonam, nam hae duae spe- 
cies solae sunt Linearum tertii ordinis quae ha- 
bent Asymptotos duas coincidentes. Series 

tertia ^ — h + &:c. indicat abs- 

x’ x‘ 

cissam esse Asymptoton habentem duo crura 
ad oppositas plagas protensa ct ad easdem ejus 
partes jacentia 5 quoniam , mutando* signum 

abscissx, terminus — manet afhrmativus. Et 
x’ 

quoniam in extremitate Asymptoti A D ad 
distantiam infinitam sita jacet punctum curvae 
duplex j Asymptotos illa habet crura sua ad 
diversas ejus partes jacentia, ct in plagas eas- 
dem protensa. Unde facili videre est hanc cur- 
vam constituere Speciem sexagesimam nonam: 
Habetque Asymptoton AD pro Diametro ad 
ordinatas duarum dimensionum, qux parallcl» 
sunt Asymptoto A B> Q. E. I. 

FINIS. 
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INVENTIO LINEiE 


CELERRIMI DESCENSUS' 
in quacunque hypothesi pavitatis. 


PROBLEMA. 

Invenire Lineam celerrimi 'descensds , daid legt 
vis Ccntripeiet. 

Sit C centrum virium, (j?g-. 3j.) AD FH 
linea quaesita , A punctum de quo corpus ca- 
dere debet, B, D,E tria puncta, quorum 
distantiae sunt quam minimae ; junge C B , 
CD, CE: centro C et radiis C B, C D , des- 
cribe circulos BOj DP, quorum hic secet 
CN (axem cutvte) ct C E 'm P , Q rcspccti- 
: ille vero rectas CD, CE ,'m R, 5 j axem 
verd in O. 

Sit MLKG linea cujus Ordinatae NM, 
OL, P K, FG, insistentes Abscissa CN i 
normaliter proportionales sunt vi cintripet» 
in punctis N , O, P, F , rcspectiv^. Cadac 
jam corpus h puncto N , versus centriim vl 
sol^ centripetai agitatum , et (per Prop. 59. 
Lib, I. Princip, JVewwni) ejus velocitas irt 

M 1 
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i?o Inventio Lineae 

puncto quOvis O erit ut arcas N 0 L M la- 
tus quadratum. 

Jaceant puncta iV^in circumferentia cir- 
culi cujus centrum C, et velocitates corporum 
in curva, i?' et recta NC motorum, in om- 
nibus a:qualibus a centro C distantiis erunt 
a;quales. Nam (per Prop. 40. Lib. i. Newtoni) 
si eorum velocitates in aliqua asquali altitudi- 
ne sint asquales , in omni tequali altitudine 
aequales erunt : at corporum istorum veloci- 
tates in punctis erant ecquales , quippe 

nullx j ergo et in omnibus distantiis ecquali- 
bus aequales erunt. Igitur velocitas corporis iii 
curva ABF moti , per Arcae curvilinex 
M LG latus quadratum rite representabitur ; 
scilicet velocitas in B est ut y NO LM, 
velocitas in O est ut \/ N P K M. 

■ Supponamus jam tria puncta C , B , E esse 
data, et opporteat-invenire ZJ, ex cujus inven- 
tione dabitur relatio quam habet DR ad 
et exinde determinabitur curva. Dantur igitur 
CE, C B. Fluat CE uniformiter, id est, sit 
E ^ = , atque erit CD media arithme- 

tica inter datas CB eX CE, et proinde dabi- 
tur. Ex datis vero CB, CZJ, id est CO,CP, 
dantur arex NOLM , NP K M; adeoque 
dantur velocitates corporis ad puncta B, D. 
Velocitas qua percurritur BD ca. est quam, 
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corpus 'habuit in B ; et tempus quo eadem 
percurritur est directe ut longitudo et reciproce 

7? T) 

ut celeritas, hoc est ut — . v - . ■ ^ •Similiter 

’ y^NOLM. 

T\T‘ DE 

tempus quo percurritur Uh est ut » 

ct inde tempus quo percurritur B E est ut 
BD ^ DE . 


V NOLM V NPKM 
sed quia tempus quo tota curva percurritur 
supponitur brevissimum , erit tempus per 
quamlibet ejus partem etiam brevissimum. Et 
proindd fluxio quantitatis huic tempori pro- 
portionalis xqualis nihilo. 

Hisce pra:missis , sit CD = = x , 

D R — P O B R—y , D erit 

B D = \/{x^ D E = \/ (x*-+- ; his- 

ce valoribus pro BDy DE substitutis, erit 


^ NOLM 


^ NPKM 


quantitas tempori proportionalis , adeoque 
' ejus fluxio = o , hoc est 


V \/ NOLM V V NP K M 

nam x et arca: NO LMj NPKM sunt 

M3 
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Inventio Linece 


I8^ 

quantitates non fluentes- Ob data tria puncta 
C» B y E ; datur 5 S (normalis 'a vertice trian-^ 
guli e B E \n basin CE demissa) 

= BR-h-RS=rB R-i-DQ=y-hiy 

• « ^ 

adeoque^y -+- \ est data quantitas, et ejus fluxio 

^-4-qj = o, vel —y- In aequatione ' • 

y y 

Vix^-hy)V NOLM \/ {x-^-rt)V NP KM 
pro \ pone ejus valorem ■— jy et divide aequa- 
tionem per y atque erit 

i = — — 

V f)VNPK M \/ {x'-\-y^-) VN OEM 

Cumque hoc universaliter in omnibus curvae 
punctis obtineat , patet esse 

— datam quantita- 

\/ ix^ -^y')\/ N O LM 

tcra, vel ^ — — == 

^(x^-^y)s/ NOLM 
A est data quant t.is) et 

Ay='^ {'x' -\-y')\/ N O L Mt 

quae aequatio determinat curvam. Q. E. I. 
CorolL i.l-sxA^^^^NFGMf nat» cum rcc- 
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tA C B vel X coincidit cum CF , a est nor- 
malis in curvam ct x = o, atque area NOLM 
evadit = are* N F G M. In a:quatione igitur 

Ay = \/ NOLM evanescat x 

ct sit NOLM = NFGMf atque erit 

Ay—\/y*\/NFGM, idcst, Ay=y\/NFGM 

ct dividendo per y , A = \/ NF G M. Q.E. D. 

Coroll. 1. B D:B R ut velocitas maxima 
quam corpus in motu per curvam A F ac- 
quirit ad ejus velocitatem in puncto B. Nam 

est Ay NOLM, vel 

\/ NF GMx y (jc* v/ NOLM9 

adeoque BD:BR\: \/NF G M : yNOLMj 
hoc est , ut velocitas maxima ad velocitatem 
in puncto B. 

Coroll. i.BR -.RD: : V NOLM: \/fOLG. 
Coroll. 4. Si sint A , H, puncta curvx al- 
tissima , et ducautur CA^ CH , hx tangent 
curvam in punctis A , H. 

Coroll. f . Igitur in nulla hypothesi gravitatis 
recta linea est via celerrimi descensus ; prxtcr- 
quam ubi corpus descendens directe tendit ad 
centrum. 

CorolL 6. Sir B T longitudinis cujusvis , et 
BT: TU :: \fFOLG : VNOLM : sit 
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Inventio Idnece 


vero T U in T B normalis ,j junge B U , et 
illa tanget curvam in puncto B. Nam DR: 
BR.V FOLG:\/ NOLM, ergo DR: 
B R : : BT : 7’ (7 ; et proinde B U tangit 
curvam ad punctum B. Q. E. D. 

Proprietates hucusque tradita: sunt genera- 
les, Linex celerrimi descensus in omni hypo- 
thesi gravitatis universaliter competentes. Des- 
cendamus jam ad casus particulares. 

Exemplum primum- 

Supponamus vim centripetam esse unifor- 
njem et agere in parallelis : quo in casu punc- 
tum e abit in infinitum {jig- 3<>. )j existen- 
tibus e F , e D , e B parallelis. Peripherie 
AN, BO, D P et curva MG migrant in 
rectas, et arca NOLM in rcctangulum , 
atque arca NOLM ad arcam N F G Mwt 
N Oacl NPet \ndeRD: B R::\^ N F :\/ NO . 
Supra diametrum iVF describe circulum NXF 
secantem ordinatam B O in X; junge 
F X, ctB U sit tangens ad B. Propter similia 
triangula NXF, NXO, FXO, NF: 
NX::NX:NO. Ergo V NF:V NO:: 
NF:NX,et NF : NX: : F X: X O. Und^ 
J) B : B R : : F X : X O. Duc tangentem B U, 
et erit B D : B R : \ B U : B O adeoque B U : 
B Q::XF: XQ- Ergo tangens B U semper 
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c der r imi descensi. i8c 

< - 

parallela est chordx XF qux est notissimar 
proprietas cycloidis vulgaris. 

Exemplum secundum. 

Sit vis centripeta ut distantia a ceutrO , ct 
curva MLG {fig. 37.) migrabit in rectam 
transeuntem per centrum C. Sint anguli KCNy 
k CN semitecti B R : D R : : N O L M : 

F O £ G. Jam sit CF—a, CO=^Xy 
CN==r, ct erit arca NO L M =~ — ^jc*; 

F OLG = \x' — -al, undex:^:: V^(x‘— <2’): 
V^Cr* — x’). Describatur hypcrbola F T r, ver- 
tice F ct Asymptotis CK , Ck. Occurrat O L 
hyperboix in T",’ ct circulo in Q : atque erit 
per hujus hyperboix ct circuli naturam 
OZ’=V^(x‘ — fl*)/ O Q= \/ — X*). 

Ergo DR:BR::OT:OQ. 

Hujus curvae rectificatio per quadraturam 
^ hyperbolae. 

Patet B D : D R :: FS : O T. Hoc est in- 
crementum cur/x ad incrementum axis OP, 
ut data recta ad Hyperboix ordinatam 
respectivam O T. Erit igitur componendo , 
ut omnes B D zd omnes O P ita totidem FS 
ad totidem ordinatas hyperboix. Hoc est ut 
curva A F zd axem ejus NF, ita rectangu- 
)umA^p 5 rad arcam hypcrbolicam AT^TV. 
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Etenim arca illa N F T r est summa ordina- 
tarum O T. 

Erit etiam A B zA N O ita N ry, O F 
ad aream O FT. 

Hujus curvae quadratura per quadraturas 
hyperbolae et circuli. 


Fluxio arca: , scilicet triangulum 


CBD=xCBy BR=\x 


y 


x^ — a' 


Unde C BD:^xx::\/(f—x'):\/{x‘—a^)y 
est vero CBD fluxio arex CFB, et^xx 
fluxio quantitatis ~ x’ : ergo ut area CFB 
ad i X* ita omnes \/ ( r* — x* ) ad omnes 
\/ (j)c' — a*) ; hoc est CFB : ^ x* : : area FOQS : 
aream FOT. Coincidat jam CB cum CF 
ct evanescet area CFB, at evadet 
i x’ = i C F^ — \a^ igitur statim apparet \ x* 


fluentem quantitatis ^ x x miitui debere quan- 
titate -i a* , &c. proinde erit vere CFB: 
^x* — ^ a*:: FO QS : F O T , ct zXcz ABC: 
Xx^ — \a* ::NOQ : NOTr\ atque arca 
tota C F A :^r' — '-^a' :: NS F: N r F. 

Exemplum tertium. 

Sit vis centripeta reciproce ut quadratum 
distantix a centro ; ct erit ordinata OZ = i 
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(Jig. 58.) adcoque per notas quadrandi me- 
thodos 


FOLC - i ,NOLM^l 


et inde 


a X 


X 



BR^.RD^:: 1 

X 



vel quod idem est jc* : 


rx — ra : ra — a x 


et x'.yv.^{rx — rd):^{^ra — ax). Igi- 
tur htere recto r, axe F N y vertice F descri- 
be parabolam F S ; item latere recto a, axe 
NF y vertice N describe parabolam NQ^ \ 
occurrat ordinata O L parabolis hisce in Q , 

S ; et erit x\y vel D R . B R : : O S : 0 Q> 
Nam est O S ~ \^ { r x — r a") , ct 
OQ— \/ {ra — ax). 


Hujus curvas rectificatio. 


Quoniam x' \y*'.\rx — ra\r a — ax y erit 
• • • ' 

X* -f- j’ : x’ : : rx — ax \ r x — r a; ct inde 

\/(x* -i-7*):x:: V^(rx — ax)-.y{rx — rd)-.\ 
B D :D R y hoc est, ut fluxio curvae ad flu- 
xionem abscissa: : et componendo erit ut sum- 
ma omnium >/ (x’-+-j^*) ad omnes x, ita 
omnes V (r x — ax) ad tot \/ (rx — ra). 
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hoc est , BF:F 0::xy {rx — ax) — a 
y {ar — a* ) : (x — a) VC [ «ani x 

\/(r X — ax) fluens fltixionis x y (rx — x) 
minuenda est quantitate a \/(<z — ^*).] 
Curva ha:c perfecte quadrabilis est, nam 

x:y::\^{rx — ra):y(^ra — <zx) , ergo 

xx:x^::\/(rx — /•< 2 ):\/(r<z — ^zx); hoc 

est, X x: z CBDvc\ i xx : CB D : : \^{rx — ra): 
Vi ra — a x). Et sumendo summas omnium 
erit ^ x^ : C F B :: (x — a) \/(rx — r<z): 
r ay {ra — a*) — (r — x)V — ax). 

Et erit tota area CF A [ comprehensa rec- 
tis CF, CA et curva AF] zA \ C N' ut 
y iCN^-CNx CF) ad y (CNx CF-CF'). 

Hx sunt tres insigniores hypotheses gravi- 
tatis, etenim si praxin spectemus , tuto sup- 
poni potest uniformis, et agere in parallelis , 
at in rigore geometrico , hypotheses dux ul- 
timx in rerum natura locum vere habent. 
Nam in terrx cavernis gravitas est ut distan- 
tix corporis 'a centro terrx, et in turrium vel 
montium cacuminibus ea est reciproce in du- 
plicata ratione distantix , ut constat ex prin- 
cipiis Newtoni. 


celerrimi descensus. 
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Data linea celerrimi descensAs ^ invenire legem 
vis centnpetce. 

it quatio definiens curvam AFH(Jig. 35.) 
est A y = '^ y*) \/ N O L M ^ ubi 


CO = CB—x,DR = OPz=x, BR—y, 

NFGM—A'.izm area indeterminata NOLM 

• • * 

dicatur et erit Ay )> ct 

inde = N O L M. Hujus xqua-, 

tionis capiatur fluxio , et erit n — ^ 

(x* 

^{POLK = {POxLO = '^'xxOL. 
Unde dividendo per x habebimus ordinatam 

oz= " 4’iii: vd oz= JlilzLi « 


data vero ordinata OZ ad Abscissam x per-, 
tincnre , dabitur curva M L G. Q. E. l. 


4 

\ 


Nlethodus disponendi quotcunque Sphce-^ 
fas in Fornicem; et inde demons~‘ 
tratur Proprietas prcecipua Curvce 
Catenariae, 

PROBLEMA. 

Datas quotcunque Sphaeras aequales in For- 
nicem ita disponere ut gravitate sud se mutub 
sustineant. 

Sphxrx altissima; centrum sit A,{fig 3 ^.) 
duarum vero huic contiguarum centra sint 
B , b: Duc D C secantem A B 'm C ipsi A b 
parallelam : sintque radii A D , B G horizonti 
perpendiculares. Junge D G ct in ea producta 
Mt(7i^=v4 C: ducatur 5 Fin qua i\X.BE~BA\ 
atque erit E centrum sphserx proximx. Sit 
radius E R tsdi horizontem perpendicularis , 
junge 6 ^ /2 , et in ea producta ^\xRK ■=: B F ; 
ducatur E K , in qua %\t E II -==i E B ; atque 
erit H centrum proxitnx Sphxrx. Sit radius 
H L zd horizootem perpendicularis , junge 
/? Z et in ea producta sit LN — K E. Du- 
catur in qua sit H M = HE atque erit 
M centrum proximx. Et sic proceditur in in- 
finitum. Q. E. I. 

D emonstratio. 

Omnes hx Sphxrx triplici potentiS urgert- 
tur : et constat cx Mechanica, quod tres po«^ 
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tcntiae in jcquilibrio consistentes cam ad se 
invicem rationem habent , quam tres rectee 
potentiarum directionibus respective parallelis 
et ad ipsarum intersectiones mutas terminata». 
Sphxra A D urgetur gravitate ab A versus D * 
tendente, et actione sphaerarum contiguarum 
in rectis AB ^ Ab. Adeoque si radius A D 
exponat gravitatem Sphxrac absolutam , A C 
exponet vim qua Sphaera A D urget Sphaeram 
BG 'ii B versus E. Item B F exponet vim 
qua Sphaera E R urget Sphaeram HL , E K 
vim qua Sphxra//Z urget Sphaeram sequen- 
tem. Et sic in infinitum. Vis 5 Z resolvitur in 
vires B G , G F : id est , B G y A C : et iis- 
dem xquipollet. Est vero B G vis gravitatis 
globi et A Cvis qua Sphxra A D urget Sphx- 
ram B G :ct hae dux vires componunt omne 
pondus sustinendum a Sphxra E R ; scilicet 
unaquxquc Sphxra sustinere debet omne pon- 
dus quod sustinet proxime superior Sphxm 
una cum ipsius gravitate absoluta. Et vis EX 
xquipollet viribus E R, RK vc\ E Ry B F 
id est vi gravitatis Sphxrx E R et omni pon- 
dere quam eadem sustinet. Atque sic pergendo 
in infinitum , videbis ubique Sphxrarum situra 
ita esse comparatum , ut carum quxlibct sus- 
tinere potest omne pondus quod sustinet Sphx- 
ra immediate superior , una cura ipsius gra- 


ipi Proprietas curvae Catenariae. 

vitate absoluta : adeoque ha: Spha:rac erunt in 
xquilibrio , et vi gravitatis sese sustinebunt 

Theorema. 

Sint M et H cen'^ra duarum Sphaerarum 
contiguarum; duc Hd, Md;hznc horizonti 
parallelam , illam vero eidem normalem. Dico 
semper esse M d ad dHni data quaedam rec- 
ta ad summam diametrorum Sphaerarum om- 
nium quam sustinet Sphxra cujus centrum AT. 

A centris Sphaerarum B , E ■, H , M, &c. in 
radios productos (si opus est) AD , B G , E R, 
pl L , &:c. demitte normales BT, EW / 
HYy Md^ vcc. In eosdem radios sint etiam 
perpendiculares C5, F X,' K Z ^ N Qy &c. 
Patet ex constructione esse 

CS = FX^KZ^ NQ 

adeoque est X Q data recta, quaeque ex an- 
gulo B AD assumpto ad libitum determi- 
natur. Ex constructione etiam patet esse 
AS= i AD=^CX, RY=\AD et 
EZ^\AD, liq^.\AD,&Lc. Et est 
M d zA dH ut N () ad QH y hoc est, ut 
data recta zA \ A D vel ut z N Q zdy A D^ 
est vero 7 A D {— A B -{-B E-hE 
summa diametrorum omnium Sphxrarum quas 
sustinet Sphaera, cujus centrum M. Constat 
ergo Theorema. Q- E. D. 

Supponamus 
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Supponamus filum tenue transire per centra 
omnium Sphxrarum, cujus extremitates fixae 
sunt in punctis A/ , P ; et tum Sphxras deor- 
sum converti ; atque il!x libere pendentes si- 
tum priorem inter se retinebunt. Nam poten- 
tiarum solummodo directiones, non magnitu- 
dines mutantiu. 

Augeatur numerus Sphxrarum et minuan- 
tur carum Diametri in infinitum, et filum illud 
evadet curva Catenaria ; et M d erit incre- 
mentum Ordinatx, dH incrementum abscissx: 
et summa diametrorum Sphxrarum quas sus- 
tinet Spl>xra cujus centrum A/, erit longitudo 
curvx inter verticem A et punctum Af inter- 
cepta* et quantitas data NQ evadet radius 
curvaturx in vertice. 

Und^ catenx proprietas hxc est \ ut incre- 
mentum ordinatx ad incrementum abscissx.» 
ita duplus radius curvaturx in vertice ad lon- 
gitudinem curvx inter verticem et ordinatam 
illam interceptx. Q. E. D. 

Et siniHiter invenies Eiguram 'fornicis vcl 
catenx in quacunque hypothesi gravitatis * 
quamvis Sphxrx non sint aequales, vcl ctia*n 
si essent Sphxroidcs. 
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Solutio Problematis h Leibnitio 
nuper propositi. 

PROBLEMA. 

Invenire Lineam quae ad angulos rectos secabit 
omnes Hyperbolas Conicas iisdem verticibus 
et circa eundem axem descriptas. 

Sit tecta PGDB axis , Fccntrum ct G, D 
vertices Hypeiboiarum , A punctum in axe 
quodlibet per quod transire supponitur curva 
qua;sita A CZ Q; quam tangat CH in C, 
cui normalis sit CE\ qux propterca tanget 
Hypcrbolam in C quze axem habet G D , ver- 
tices G, D tt transit per punctum C. Unde 
(per naturam Hypetbolx) est B F zd FD 
sicut F D ad jF 

Hisce prxmissis sit Abscissa AB zi=Xy or- 
dinata B C==y, AF—a, DF=C. Erit- 
qne B F = a — x : quibus valoribus in prio- 
ti analogia substitutis, est 

^ 4 

a — X :c::c : E F= — — ct 

a — X 

BF—F.F.^ n-x-^ — a^—c'-7.ax-hx^ 

a — X a — X 

Jam in curva A C, ut ordinata B C zA sub- 
tangentem B H ita est fluxio ordinatx ad flu- 

* m • 

xionem Abscissx : hoc est B C.BHwy.x 
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Solutio tertii Problematis. 


propter vero similia triangula E B C ,C B 
est E B : B e :: B C: B H , unde ex xquo 


E B •. B e : : y : X ubi si pro EB ex.BC subs- 
tituantur earum valores, proveniet 

a' — c' — ^ax-\-y^. 
.y..y.x. 


Ergo 


yy 


• ^ a' — c' — z a X -h Jc’ 

a — X 


est aequatio curvam quaesitam A C definiens. 
Q. E. I. 


Patet hanc sequationem k fluxionibus libe- 
rari non posse , nam quantitas 

X X — zax-h X* 

a — X 

est fluxio arex hypcrbolx, cujus ordinata est 

a* — c' — z <2 X -f- x’ 


a — X 

pertinens ad abscissam x. Hxc autem Hyper- 
bola Asymptotos habet SFT^ et XF Y , 
quarum illa est axi G Z? normalis , hxc vero 
cum illa continet angulos .S YFT se- 
mitectos; et jacet Hyperbola in angulis illis 
deinceps, per Hyperbolarum vertices G , D 
transiens. 

Hac Hyperbola semel descripta , ut in Sche- 
mate , curvam sic construo. Ducatur ordinata 
prima A K secans Hyperbolam in it , et oc- 
currat ordinata quxvis alia B C cidem in Z-i 


I5>6 Sotutio tertii Problematis. 


atque erit :c'xfl^-i?-^L±iL’ vel y i 

a — X 

fiUxio arcje Hyperbolicac ^ 5; unde re- 

grediendo ad fluentes, erit^y* = arcae AKLB^ 
cty*=iy^ZZ5, atque 

vel B c t qui duo valores propter contraria 
signa ad partes Abscissx contrarias jacent. 

I. Patet harK curvam ad A incipere, ubi 
incipit area A L , nec ultra punctum A versus 
H extendi. Nam si area A K LB pro afErma» 
tiva habeatur, omnis area alia qux ad alias 
Abscissx vel Ordinatx partes jacet erit nega- 
tiva; 'et area negativa, qux latas quadratum 
non admittit , demonstrat ordinatx impossi- 
bilitatem. 

i. Ordinata maxima transit per punctum Z). 
Nam arca A K LB ; (cujus radici quadratx 
xqualis est ordinata ) continuo crescit dum 
progreditur punctum B ih A versus D post- 
quam vero ordinata B L ultra punctum D 
in situm 3 /.pervenit , minuenda est area A KD 
ATCdblDyOb arearum plagas contrarias, et 
tunc erit 3 c = \/^{z AK D — zb L Di) 

3 . Et Ordinata b c progredienda a Z) ad Q 
continuo minuitur donec tandem ad Q eva- 
nescit j tunc existente area affirmativa A K D 
xquali arex negativx Q M D. 

4. Si sit JFAs=Z^ ad partes contrarias 
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SoLutio tertii Problematis. ij>7 

sita, ordinata imaginaria eiit inter puncta Q 
et R , ob negativam aream praevalentem , et 
ad R iterum incipiet esse realis. Etenim area, 
cujus lateri quadrato a:qualis est ordinata , 
manebit negativa donec area affirmativa infi- 
nita FR NS evadat xqualis arex negati vx irv 
finirte FQ M T- ' ' 

y. Atque inter puncta R et G ordinata eo- 
dem modo increscet, quo priiis decrevit inter 
puncta U, Q ; et inter puncta G, P , ubi 
est F A — FPj ordinata rursus continuo 
decrescet, atque tandem ad punctum P eva- 
nescet, 

6. Ex his omnibus conjunctim constat Li- 
neam de qua quxrebatur, fore curvam Irra- 
tionalem quarti ordinis (quam scilicet recta 
in quatuor tantum punctis secare potest) cons- 
tantem ex duabus Ovalibus xqualibus, simili- 
bus, et similiter positis, qux habent punctum 
duplex in plaga Ordinatarum ad distantiam in- 
finitam. 

Radius curvaturx ad punctum A xqualis est 
A K. ordinatx Hypetbolx per punctum A tran- 
seuntis. Concipe enim Abscissam A B esse 
infinite parvam , et radius curvaturx ad punc- 

tum A xqualis erit - — - h - . = 2_ : est vero 
' ^ rTB z X 

in prima sua magnitudine 
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1^8 Solutio tertii Problematis. 

I ■ I .... , , ■ 

y' = ^ABKAK==ixxAK: 
Radius curvaturae ad punctum v^aequalis est ergo 
A KyCt eodem modo ostenditur Radium cur- 
vaturx ad Q fore Q M. 

IVPw y Z A \ partes curvx dux exteriores 
secant omnes Hyperbolas, ad angulos rectos 
qui axem habent rectam GD. Partes dux re- 
liqux interiores IVRwyZQi ad angulos 
rectos secant omnes Ellipses qui axem habent 
G D. Adeoque ejusdem curvx portiones di- 
versx satisfaciunt problemati in Ellipsi et Hy- 
perbola; Ellipsis vero cujus axis minor coinci- 
dit cum axe Parabolx , et centrum cum ver- 
tice , et cujus axis major est ad minorem ut 
diameter quadrati ad latus ; secabit omnes Pa- 
rabolas circa axem illum eodem vertice des- 
criptas. 

I FINIS. 


TYPIS J.-R. LOTTIN, 1797. 
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